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Resum: La recerca didactica estableix que per en-
senyar una materia es requereixen coneixements
fonamentats, tant sobre la disciplina a queé es re-
fereix la matéria com sobre la seva didactica. En
el cas de les matematiques, les dades d'un estudi
internacional actual (TEDS-M) han posat de ma-
nifest deficiéncies relatives als programes sobre la
formacid inicial en matematiques i la seva didac-
tica dels futurs mestres a Espanya. Aquest article
contrasta aquests resultats a partir duna recerca
amb mestres i estudiants de mestre de primaria,
identifica les dificultats que tenen els estudiants de
mestre en relacié amb alguns coneixements neces-
saris per a lensenyament de les matematiques en-
torn de la resolucié de problemes i analitza quines
daquestes dificultats es redueixen i quines roma-
nen amb lexperiéncia docent.

Paraules clau: Educacié matematica, resolucio de
problemes, coneixements del professor, formacié
del professorat, educacio primaria.

Abstract: Educational research establishes that
sound knowledge is required in order to teach a
subject, both knowledge of the own discipline and
of their didactics. In the case of mathematics,
data from an international study (TEDS-M)
has shown current deficiencies relating to future
teachers’ training programs in mathematics
and its teaching in Spain. This article contrasts
these results from a research with in-service and
pre-service primary teachers, by identifying the
difficulties of pre-service teachers regarding some
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knowledge for teaching mathematics around
problem solving, and analyzing which of these
difficulties are reduced or which remain with the
teaching experience.

Keywords: Mathematics education, problem
solving, teacher knowledge, teacher education,
primary education.

Introduccio

Segons Pdlya (1962), la principal finalitat de les
matematiques escolars és ensenyar els alumnes a
pensar. “Ensenyar a pensar” vol dir que un mes-
tre de matematiques no ha d’impartir inicament
informacio, sin6 que ha d’intentar també desen-
volupar l'habilitat dels alumnes per utilitzar la
informacié subministrada: ha demfatitzar co-
neixements, actituds utils i habits mentals desit-
jables. Aquest “pensar” I'identifiquem, almenys
en una primera aproximacio, amb la resolucié de
problemes. Pero tenen els mestres de matemati-
ques els recursos i coneixements necessaris per
ensenyar matematiques entorn de la resolucié de
problemes?

Un mestre de matematiques adquireix els
coneixements professionals en la seva escola-
ritzacio, en la formacié universitaria inicial i
en lexperiencia docent (i, en alguns casos, en la
formacié permanent). Tot i aixo, és important
saber els coneixements que tenen els estudiants
en el moment que se’ls capacita per accedir a la
professié docent, sobretot quan ens referim al
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coneixement de la materia, que shauria d’haver
adquirit essencialment abans dexercir de docent.
Posteriorment, lexperiéncia dota els docents de
nous coneixements: resulta interessant per al dis-
seny de la formacié del professorat saber quins
son aquests coneixements i reflexionar sobre si
alguns dells es podrien haver adquirit anterior-
ment.

El treball que presentem forma part d’'un es-
tudi més ampli en el qual es caracteritzen i com-
paren els coneixements i les creences sobre la
resolucid de problemes de professors i estudiants
de professor deducacid primaria i secundaria
(Giné, 2012). En concret, en aquest article ens
proposem caracteritzar i comparar els coneixe-
ments sobre resolucié de problemes destudiants
de mestre de primaria i de mestres de primaria,
per identificar aixi, d'una banda, les dificultats
que puguin tenir els estudiants de mestre en re-
laci6 amb alguns coneixements necessaris per a
lensenyament de les matematiques i, de laltra,
quines d’aquestes dificultats varien, o fins i tot
arriben a desapareixer, amb lexperiencia docent.

Referents teorics

Encara que la resolucio6 de problemes juga un pa-
per prominent en els esfor¢os de reforma de ledu-
cacié matematica (NCTM, 2000), molts docents
se senten mal preparats a 'hora densenyar a re-
soldre problemes, i han tingut poca experiéncia
a resoldre, ells mateixos, problemes que reque-
reixin més que simples aplicacions d’algorismes
i formules (Epperson, 2004). Per ensenyar ma-
tematiques entorn de la resolucié de problemes
un mestre ha de tenir una bona base de conei-
xements conceptuals i procedimentals (Hiebert
i Carpenter, 1992), ja que el seu desconeixement
pot ser una barrera per resoldre molts proble-
mes. No obstant aix0, aquests coneixements no
son suficients: tot professor ha de tenir un co-
neixement que va “més enlla” del coneixement
del contingut en si mateix (Shulman, 1986), que
és el que alguns especialistes han anomenat mat-
hematical knowledge for teaching (MKT) (Ball,
Thames i Phelps, 2008). Aquest coneixement
general 'han dotat de dues dimensions: el mat-
hematics content knowledge (MCK) i el mathe-
matics pedagogical content knowledge (MPCK);
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el primer és el coneixement del contingut de la
disciplina en si mateixa i el segon, la relaci6 que
hi ha entre saber un coneixement per un mateix i
ser capag de fer que altres lentenguin.

Alguns estudis ja han utilitzat el marc de
I’MKT per analitzar la formacié inicial de mes-
tres a escala global, com el TEDS-M 2008 (Tatto
et alii, 2008, 2012), els resultats del qual mostren
que les puntuacions mitjanes obtingudes pels
futurs mestres espanyols en les proves sobre co-
neixements estan per sota de la mitjana interna-
cional, tant en coneixements matematics (MCK)
com de didactica de la matematica (MPCK).
Aquests resultats han posat de manifest deficien-
cies relatives als programes sobre la formacié en
matematiques i la seva didactica dels futurs mes-
tres, i han destacat la necessitat d'una profunda
reforma dels plans destudi de magisteri.

Metodologia

La nostra recerca utilitza una metodologia mix-
ta, quantitativa-qualitativa, amb lobjectiu dobte-
nir una visi6 general dels resultats i, a la vegada,
poder fer una mirada especifica sobre algunes
dades que ens semblen rellevants.

Per a lobtenci6 de les dades s’ha elaborat un
protocol de problemes que s’ha passat a dues
mostres heterogénies respecte a lexperiéncia do-
cent: la primera, formada per 16 estudiants de
mestre de primaria i, la segona, per 10 mestres
de primaria en actiu.

La mostra dels estudiants de mestre es va
prendre en el curs 2011-2012, en un grup clas-
se de la Universitat Autonoma de Barcelona del
3r curs d’Educacié Primaria (curs en el qual ja
han cursat totes les assignatures troncals de ma-
tematiques i de la seva didactica). Les mostres de
mestres han estat preses d'una forma més hete-
rogénia, i hi ha mestres de diferents centres de
Catalunya, que han accedit a omplir el protocol
de forma voluntaria al llarg del curs 2011-2012.

Per elaborar el protocol de problemes, ens
hem basat en la classificacié dels tipus de conei-
xement matematic per a lensenyament emprada
en lestudi TEDS-M 2008 per crear, a partir della,
una classificacié propia adaptada als objectius
especifics del nostre treball, que mostrem a con-
tinuacio:
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MCK MPCK
Conéixer Raonar Curricular Planificacio Transformacié
Recordar Analitzar
Reconeixer Integrar diferents . Explicar/representar
, .. Planificar problemes .
objectes elements del Coneixer els . diferents enfocaments/
o . i adequats al contingut )
matematics en un coneixement continguts del procediments
context diferent matematic curriculum
Generalitzar Adaptar problemes per Analitzar/avaluar
Justificar variar-ne la dificultat solucions dels alumnes

En els items relatius a ’TMCK, hem utilitzat
items dopcié multiple (resposta tancada) i, en els
relatius a 'MPCK, hem utilitzat items de respos-
ta oberta (pero guiada), ja que el coneixement
pedagogic és més subjectiu i complex. En l'apar-
tat d’analisi mostrarem alguns dels items del pro-
tocol de problemes.

Analisi de dades i resultats

Hem comparat els nivells de coneixements de les
dues mostres en els cinc dominis de les dimen-

sions de TMKT definides anteriorment. S’ha as-
sociat cada domini de coneixement a un nombre
del rang [-3, 3] segons el valor de la mitjana del
conjunt dels individus que constitueixen la mos-
tra, considerant un nivell baix [-3, —1), mitja
[-1,1) o alt (1, 3].

Als grafics 11 2, hi mostrem les mitjanes del
nivell de coneixements de cada mostra en els do-
minis i subdominis de TMKT.

Grafic 1: Nivell en els dominis de coneixement sobre resolucié de problemes
d'estudiants de professor i professors de primaria
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Grafic 2: Nivell en els subdominis de coneixement sobre resolucié de problemes
d'estudiants de professor i professors de primaria
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Aquesta organitzacio de les dades ens dona
una visi6 general de les dues mostres i ens per-
met visualitzar diferéncies significatives en el ni-
vell d’alguns dominis de coneixement, en general
superior en els mestres.

A continuacid, mostrem una part de lanali-
si qualitativa, tot donant exemples de respostes
dels mestres i estudiants de mestre de primaria
per items del protocol relatius a cada domini de
coneixement.

A. Conéixer

L’Elisabet dibuixa a la pissarra la recta numeérica segiient, i situa les fraccions 1/3 i 1/5 de la manera segtient:

:
!
€

Q— 41—

| | |
T T T
abc
Demana als alumnes que situin la fraccié 1/4, i cinc alumnes surten a la pissarra a fer la seva solucid. La Marta
situa 1/4 al punt g, en Joaquim al b, la Raquel al ¢, la Sara al d i I'Eugeni a I'e. Qui ha situat 1/4 correctament?

Per resoldre aquest problema es necessita conei-
xer diversos aspectes al voltant del concepte de
fraccié (encara que aixo no és suficient, ja que
caldra també raonar). Concretament, cal:

o Recordar: Propietats de les fraccions. Re-
presentaci6 de fraccions en la recta nume-
rica.

» Reconeixer: Interpretar el grafic donat
com una porcid de recta numeérica que no
comenga per 0.

La dificultat del problema rau especialment a
reconeixer, ja que alumnes i mestres estan acos-
tumats a situar nombres racionals en la recta nu-
merica pero habitualment partint del 0.

Laresposta correcta ésla a, i es poden utilitzar
diferents resolucions per arribar a la solucié. Es
possible que el problema sigui dificil, pero tot i
aixi, algu que coneix la interpretacié de fraccions
sobre la recta real, i en particular les fraccions
unitaries, hauria de poder arribar a la conclu-
si6 que 1/4 és més proper a 1/5 que a 1/3,i amb
aixo descartar les opcions ¢, d, e (Iopcié ¢ —punt
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mitja entre 1/5 i 1/3—, correspon a 4/15, que és
superior a 1/4).

Els resultats obtinguts en la resolucié aquest
problema son:

o Estudiants de mestre de primaria: a: 1, b: 2,
c: 12, d: 0, e: 0, no responen (NR): 2. No-
més 1 alumne ha estat capa¢ de donar la
resposta correcta, mentre que 12 dels al-
tres 16 creuen que 1/4 es troba exactament
al mig d’1/3 i 1/5. Aquest és un error con-
ceptual significatiu, on la confusi6 té, molt
possiblement, I'arrel en el fet que 4 es troba
exactament en el punt mitja entre 3 i 5.

o Mestres de primaria: a: 5, b: 0, c: 2, d: 0,
e: 0, NR: 3. En aquest cas, la meitat dels
mestres han trobat la solucio, perd encara
hi ha T'altra meitat que o no saben la res-
posta o pensen també que 1/4 és el punt
mitja entre 1/3 i 1/5. No obstant aixo, la
resposta incorrecta ¢, donada per la ma-
joria dels estudiants (12 de 16), es redueix
a2 (de 10).
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B. Raonar

En una llista de problemes del teu curs, et
trobes el problema segiient:

Imagina que tens 108 boles vermelles i 180 de
verdes. Les vols repartir, totes, en sacs (sense
que en sobri ni en falti cap) de manera que
en tots els sacs hi hagi el mateix nombre de
boles, i que totes les boles de cada sac siguin
del mateix color. Quin és el minim nombre
de sacs que necessites?

Quina és la resposta correcta?

a) 288; b) 36;¢) 18;d) 8;¢) 1.

Per resoldre el problema cal:

o Analitzar: Determinar la relacié entre les
dades del problema i el que ens demanen.

o Integrar: Combinar diferents procediments
matematics per establir el resultat (per exemple,
maxim comu divisor i divisio, encara que altres
resolucions son possibles).

En aquest cas, l'analisi del problema resulta
clau: el resolutor ha d’adonar-se que el que ens
demana el problema no és el nombre de boles
que hi haura a cada sac (que es troba fent el ma-
xim comu divisor de 108 i 180 i déna 36), sind
el nombre de sacs necessaris (108 + 180 = 288
boles, si posem 36 boles en cada sac calen 288:
36 = 8 sacs). Per tant, si aquesta analisi no es pro-
dueix correctament, és desperar que lerror més
freqient sigui triar la resposta b. Vegem les res-
postes de les dues mostres:

o Estudiants de mestre de primaria: a: 0, b: 6,
c: 3, d: 6, e: 0, NR: 1. Hi ha tants alumnes que
han trobat la resposta correcta del problema com
alumnes que han comeés lerror descrit anterior-
ment (37,8 % en cada cas), mentre que 3 alumnes
han triat la resposta ¢ i un no ha respost.

o Mestres de primaria: a: 0, b: 5,¢: 1,d: 4, e: 0,
NR: 0. En aquest cas, la meitat dels mestres han
comes lerror previst (b), més dels que han en-
certat la resposta (d). Tot i aix0, observem, d’'una
banda, que la proporcié d'individus que han ob-
tingut la resposta correcta és major en els mes-
tres que en els estudiants (40 %/37,8 %), i de l’al-
tra, que els estudiants han comes diferents tipus
derrors, alguns amb arrel incerta, mentre que els

mestres shan equivocat gairebé tots en el mateix
(lerror “esperat”).

C. Coneixement curricular

[Relacionat amb el problema anterior]
Quins dels segiients continguts del curs sén
necessaris per resoldre el problema? (Marca
tots els que creguis necessaris)?

a) Probabilitat; b)) minim comu multiple; ¢)
maxim comu divisor; d) divisié denters.

Hem de fer notar que per resoldre el problema
inicial és util el calcul del maxim comu divisor,
pero no és imprescindible coneixer que aquest
procediment es diu aixi ni cal saber calcular-lo
de forma mecanica. Per tant, podria ser que algu,
tot i fer bé el problema (b), marqués una opcid
erronia en aquest item (c), on el que avaluem és
que coneixen el concepte de maxim comu divi-
sor.

Hem considerat que el més correcte és asse-
nyalar les respostes c i d, mentre que només mar-
car la c es considera parcialment correcte i qual-
sevol altra opcid es considera incorrecta. Notem
també que un mateix individu pot marcar més
d’'una resposta; per tant, la suma de les respostes
analitzades no donara el total d’individus de la
mostra.

Vegem les respostes:

« Estudiants de mestre de primaria: a: 5, b:
3,¢:6,d: 9. A banda de la confusi6 que hi
pugui haver entre minim comud multiple i
maxim comu divisor, lerror més greu és
pensar que el problema és de probabili-
tat (’han marcat 5 dels 16 estudiants), fet
motivat pel context del problema (treure
boles de sacs). La resposta correcta 'han
marcat menys de la meitat dels estudiants
(6 de 16).

o Mestres de primaria: a: 0, b: 2, ¢: 9, d: 3.
Tots menys un mestre de primaria han
considerat que es necessitava el maxim
comu divisor per resoldre el problema,
amb la qual cosa veiem clarament que el
seu coneixement curricular és significati-
vament més gran que el dels estudiants de
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mestre de primaria. Ningt no ha pensat
que es tractava d’'un problema de probabi-
litat, i només dos mestres han considerat
que es necessitava el minim comud multi-
ple (dels quals un també ha marcat el ma-
xim comu divisor).

D. Coneixements sobre planificacié

La Sandra i en Marti han anat a buscar bolets.
N’han trobat 70 (només rovellons i ceps). 5/9
parts dels bolets trobats per la Sandra eren
rovellons, mentre que 2/17 parts dels trobats
pel Marti eren ceps. Quants bolets ha trobat
la Sandra?

Crea un problema diferent pero del mateix ti-
pus (mateixos processos o operacions) que si-
gui més facil de resoldre per als teus alumnes.

El problema es pot resoldre mitjangant un estudi
de casos, en el qual hem de tenir en compte que el
nombre de bolets de la Sandra és multiple de 9 i
el nombre de bolets de Marti de 17, i que la suma
total és 70. Usant el mateix raonament, també es
pot resoldre mitjancant lequaci6 diofantica 9x +
17y = 70, on 9x son els bolets de la Sandra i 17y
els del Marti. En ambdos casos, la solucio és que
la Sandra ha trobat 36 bolets i en Marti 34.

Quant a la redaccié d'un problema del mateix
tipus, 10 estudiants de mestre (dels 16) han inten-
tat crear un problema, dels quals només 1 ho ha
fet correctament, mentre que 7 dels 10 mestres de
primaria han creat un problema, 2 dels quals de
forma correcta. Atés el baix percentatge dencerts,
quina ha estat la dificultat que han tingut les dues
mostres per crear un problema més facil?

La principal rad per la qual no saben redactar
un problema més facil és que no han sabut ana-
litzar i resoldre correctament el problema inicial:
en tots els casos han cregut que es tractava d’'un
problema “de fraccions” en lloc d'un problema
“de divisibilitat”. Per tant, en crear el nou pro-
blema, transformen loriginal en un problema de
fraccions, fet que canvia totalment la naturalesa
del problema (i, per tant, els processos i operaci-
ons necessaris per resoldre’l). En aquests casos
(més de la meitat dels individus de cada mostra),
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passa que el fet de no saber resoldre correcta-
ment el problema i no identificar el tipus de pro-
blema i els conceptes involucrats els porta a no
saber proposar-ne un de més senzill per als seus
alumnes, és a dir, que la manca de coneixement
matematic els comporta un problema didactic.

E. Coneixements sobre transformacié

En un llistat de problemes sobre percentat-
ges, la Merce es troba els problemes segiients:

1. En una botiga de musica dos CD tenien el
mateix preu, pero un I'han rebaixat un 5%,
mentre que l'altre 'han apujat un 15 %. Des-
prés daquestes variacions, la diferéncia de
preu entre els dos és de 6 €. Quin és el preu
que tenien els CD al principi?

2. Durant una carrera sobserva que, després
d’un cert nombre de voltes, els corredors han
recorregut el 20 % del total de la distancia pre-
vista, i que, després d’'una altra volta, ja hau-
ran recorregut el 25%. Quantes voltes shan
de donar a la pista per acabar la carrera?

3. ’Alex, 'Helena i la Sofia han recollit diners
per poder comprar-se una tenda de campa-
nya. La Sofia aporta el 60 % del preu total. La
quantitat que té 'Alex representa el 40 % de la
resta. D’aquesta manera, a 'Helena li queden
per pagar 30 €. Quant costa la tenda?

4. Una persona té un pati rectangular al seu
jardi. Decideix fer-lo més gran augmentant
tant la seva longitud com l'amplada en un
10%. Quin sera el percentatge d’'increment
de l'area del pati?

Relaciona cadascuna de les resolucions se-
glients amb els problemes anteriors (1, 2, 3,
4) iindica si és una resolucio correcta.

a) Si les dimensions lineals augmenten un
10 %, l'area també.

b) Solucié = 100: (25-20)

¢) 1 - (0,6 + 0,24) = 0,16; solucié = (30 x
100): 16

d) Solucié = (6 x 100): (15 + 5)
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Els resultats son il-lustratius del nivell de conei-
xements de cada mostra: cap dels 16 estudiants
de mestre de primaria no ha sabut avaluar cor-
rectament totes les resolucions d’aquests proble-
mes; només 1 estudiant ha sabut avaluar 2 de les
solucions de forma correcta; els altres estudiants,
cap. A la mostra de mestres, els resultats son cla-
rament diferents: 6 dels 10 han avaluat correc-
tament els quatre problemes, 3 n’han encertat
algun, i només un mestre ha deixat la pregunta
en blanc.

Conclusions

Es una creenga generalitzada que la formacié
matematica dels mestres de primaria és insufici-
ent. Aixo és avalat per recerques recents com el
TEDS-M: I'informe assenyala insuficiéncies i de-
ficiencies en els plans de formacié del professo-
rat deducacié primaria, i conclou que “els nous
plans destudi de formacié de mestres hauran
d’introduir importants canvis en la titulacid, en
lestructura dels plans de formacio i en els pro-
grames per aprofundir en la formacié de mestres
de matematiques de primaria” (Instituto Nacio-
nal de Evaluacién Educativa, 2012: 128). En el
nostre estudi hem constatat que, tant pel que
fa al coneixement matematic com al de la seva
didactica, es presenten una serie de dificultats i
errors que al nostre entendre son rellevants per
poder ensenyar matematiques d’'una manera sa-
tisfactoria a leducaci6 primaria.

Els nostres resultats mostren que els estudi-
ants de mestre de primaria tenen dificultats sig-
nificatives tant en relacié amb els coneixements
matematics (MCK) com de didactica de la ma-
tematica (MPCK). Pel que fa als coneixements
matematics, destaquen les seves mancances en
reconeixer objectes matematics en contextos on
no estan habituats a utilitzar-los, i també quan
es tracta d’integrar i establir connexions entre
diferents elements del coneixement matematic.
Quant als coneixements de didactica de la mate-
matica, el nivell és baix en tots els dominis ana-
litzats: coneixement curricular, de planificacio i
de transformacio.

Moltes de les mancances detectades en els es-
tudiants de mestre milloren o desapareixen en
els professors de primaria. Es el cas dels conei-

xements matematics: els mestres no presenten
grans dificultats en cap subdomini de coneixer o
raonar, encara que els seus coneixements no sén
alts. De la mateixa manera, en la majoria de co-
neixements sobre la didactica de la matematica
no hi tenen dificultats (respecte als estudiants, el
nivell millora especialment en coneixement cur-
ricular i en la capacitat per avaluar les solucions
dels alumnes), excepte en planificar problemes
adequats al contingut matematic que es vol ense-
nyar, tasca en la qual també presenten dificultats
significatives.

Aixi mateix, el nostre estudi ha posat de mani-
fest mancances, tant en els mestres com en els es-
tudiants, en alguns dominis del coneixement di-
dactic, especialment en planificar o transformar
problemes per a fins pedagogics concrets. Res-
pecte d’aixo, hem obtingut alguns resultats con-
crets pero rellevants sobre algunes de les raons
que poden obstaculitzar lensenyament al voltant
de la resolucio de problemes. Una daquestes difi-
cultats ha estat la incapacitat (sobretot dels estu-
diants de professor) per identificar els continguts
matematics necessaris per resoldre un problema
a partir del context de lenunciat, fet que posa de
manifest el pes dels “problemes tipus” per a cada
contingut matematic, i que dificulta, al seu torn,
tant la capacitat de proposar problemes amb con-
textos variats com la de transformar un proble-
ma en un altre del mateix tipus pero variant-ne
la dificultat. Per tant, les nostres dades posen de
manifest que, en molts casos, la manca de conei-
xement matematic impossibilita el tractament
didactic dels problemes de matematiques.

Finalment, entenem que els resultats de la
nostra recerca mostren deficiencies en el conei-
xement matematic per a lensenyament tant dels
mestres com, sobretot, dels estudiants de mestre,
fet que preocupa gestors, experts, professors i
investigadors a Espanya (Instituto Nacional de
Evaluacion Educativa, 2012), i que posa de ma-
nifest la necessitat de fer, en la formacié inicial,
un major émfasi tant en el coneixement sobre
didactica de la matematica com, especialment,
en el coneixement del contingut matematic per a
lensenyament, ja que, com hem pogut constatar,
la falta d’aquest coneixement comporta també
deficiéncies en el coneixement didactic.
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