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RESUMEN

Una de las provisiones de mayor importancia para la estabilidad de las
compaiias de seguros es la de siniestros pendientes de declaracion,
sobre todo en ramos con un notable diferimiento de muchas de las
reclamaciones como el del automovil o el de responsabilidad civil. Por
tanto, no es extraflo que la literatura actuarial proponga una gran
variedad de metodologias para su calculo. Por otra parte, dadas las
condiciones cambiantes del entorno en que se mueve la actividad
aseguradora, no es aconsejable partir de una experiencia
excesivamente amplia para el calculo de dichas provisiones. Por estas
razones, entendemos que dada la débil informacion de partida, la
utilizacion de instrumentos de la logica borrosa puede ser muy
adecuada. Concretamente, en este trabajo proponemos una
metodologia que se basa en el uso de instrumentos de regresion
borrosa y la utilizacion del esquema propuesto por Benjamin y Eagles
(1986) para la determinacion de las IBNR.
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1. INTRODUCCION

Una de las provisiones mas importantes en las compafias de no-vida
es la provision para siniestros pendientes de declaracion (IBNR), por
lo cual no es extrano que su determinacion sea objeto de un amplio
tratamiento por la literatura actuarial. En este contexto, podemos
diferenciar dos tipos de enfoques basicos, cada uno de los cuales
agrupa a numerosas metodologias. El primer enfoque los podemos
denominar como “clasico”, y adopta una perspectiva deterministica.
El segundo tipo de enfoque es cominmente calificado de
“estocastico” y arroja predicciones de las IBNR mas completas que
los métodos clasicos.

Entre los métodos clasicos son especialmente conocidos el basado en
el coste medio del siniestro, el basado en el periodo medio de
liquidacién; y dentro de los que parten de la informacion organizada a
través del triangulo de siniestralidad, podemos mencionar el chain
ladder y los basados en el /ink ratio. E1 denominador comin de todas
estas técnicas es que unicamente ofrecen predicciones puntuales de las
IBNR, es decir, se enmarcan en un ambiente deterministico. En Van
Eeghen (1981), Taylor (1986), Claims Reserving Manual del Institute
of Actuaries (1989) o Gil (1995) puede encontrarse una amplia
recopilacion de este tipo de métodos.

El segundo enfoque, denominado como “estocastico”, es mas
sofisticado, y su origen se sitia, segun Taylor et al. (2003), a
mediados de los afios 70 del pasado siglo. En ultima instancia, este
tipo de enfoque supone aceptar que la evolucion de la siniestralidad a
lo largo del tiempo para cualquier ano de ocurrencia es aleatoria. Asi,
los métodos englobados en este grupo, tal como afirman England y
Verrall (2002), buscan obtener estimaciones tanto del valor como de
la variabilidad de las IBNR, siendo la situacion ideal, la descripcion
de las IBNR a través de funciones de distribucion de probabilidad
completas. Dentro de los métodos estocasticos que se han ido
proponiendo en la literatura, tal como afirman England y Verrall
(2002), muchos de éstos parten de la formulacién pura del método
chain ladder (o de ligeras modificaciones el mismo) y realizan
refinamientos estadisticos sobre éste. En este contexto podemos
encontrar los trabajos de Mack (1993), England y Verrall (1999) o
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Verrall (2000). Otro enfoque habitual dentro de las técnicas
estocasticas consiste en considerar el incremento de la siniestralidad
de un afio de ocurrencia durante los diversos afos de desarrollo; y méas
concretamente, su logaritmo neperiano, a través de una funcion de
distribucién de predefinida. En este contexto, lo méas comun es
considerar, tal como hacen Kremer (1982), Renshaw (1989) y Verrall
(1989), distribuciones de probabilidad logaritmico-normales para el
incremento de la siniestralidad en los afnos de desarrollo (es decir,
distribuciones de probabilidad normales para cuantificar su logaritmo
neperiano).

Obviamente, los métodos clasicos presentan un gran problema, fruto
de su relativa sencillez. Es una informacion tan importante para el
actuario conocer el valor “medio” de las IBNR - que es lo que
proporcionan los métodos clasicos-, como la posible variabilidad de
las IBNR sobre este valor “medio”, que servira para estimar su valor
final teniendo en cuenta que éste debe ser prudente; es decir, que debe
incluir, con una base matemdtica fundamentada, un margen para
desviaciones adversas de la siniestralidad. Asi, los métodos
estocasticos responden de forma adecuada a estas necesidades.

Aunque lo ideal, con independencia de que se utilice un método
clasico o un método estocastico, es partir de una amplia experiencia
para ajustar los parametros de los modelos; ello, desafortunadamente,
puede no ser aconsejable en la determinacion de las IBNR. Straub
(1997) apunta que tomar en consideracion observaciones muy alejadas
del momento en que deben calcularse las IBNR puede llevarnos a
obtener estimaciones poco realistas para éstas. Por ejemplo, si las
reclamaciones estan relacionadas con dafios corporales, el valor final
de las indemnizaciones dependerd de variables como la inflacion, los
cambios en las practicas judiciales y en la legislacion, etc.

Dado que se debe utilizar una informacién bastante escasa respecto al
fenomeno de estudio, tal como muestran Tseng et al. (2001) en el
campo del analisis de series temporales univariantes, un instrumento
muy adecuado para el tratamiento de la informacion es la regresion
borrosa (RB), basada en la loégica borrosa (LB). En este trabajo,
adaptamos la metodologia de determinacion de las IBNR propuesta
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por Benjamin y Eagles (1986), basada en la utilizacioén la regresion
con Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), al uso de la RB.

Debemos remarcar que la utilizacion de instrumentos de RB sera una
alternativa que, en nuestra opinidon, serd muy adecuada. En primer
lugar, las estimaciones que obtenemos con la RB serdn nimeros
borrosos. Asi, debemos remarcar que la operativa de numeros
borrosos, con la que deberemos ‘“arrastrar” en las operaciones
aritméticas que realicemos con las estimaciones toda la informacion (o
incertidumbre) que incorporan éstas, es relativamente sencilla desde
un punto de vista computacional. Ello nos permitird obtener
predicciones del valor de las IBNR y de su variabilidad, de forma
relativamente sencilla. Por tanto, el uso de la RB se configurard como
una alternativa que puede ser tan valida como los métodos
estocasticos y superior a los deterministicos.

También queremos resefiar que en el campo actuarial, varios de los
instrumentos derivados de la LB han sido utilizados por diversos
autores para modelizar problemas que requieren de la utilizacion de
juicios subjetivos por parte del actuario o bien en los cuales, como es
nuestro caso, la informacién de partida es lo suficientemente escasa o
vaga. Un trabajo panoramico sobre dichas aportaciones puede
consultarse en Derrig y Ostaszewski (1998) o de Andrés y Tercefio
(2002). Algunas de las aplicaciones mas relevantes son:

e En aspectos de la toma de decisiones del asegurador como la
determinacion de riesgo asegurable o la fijacion de una politica de
reaseguro: de Wit (1982), Jablonowski (1991), Lemaire (1990), Caro
(1997).

¢ Evaluacion de la bondad de diversos métodos econométricos en la
prediccion de la siniestralidad, utilizando el concepto de decision en
ambiente borroso de Bellman y Zadeh (1970): Cummins y Derrig
(1993).

e Tarificacion y agrupacion riesgos: Derrig y Ostaszewski (1995),
Young (1996) y Caro (1999).
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e Valoracion financiera de seguros de vida y no vida con tipos de
interés borrosos: Lemaire (1990), Ostaszewki (1993), Tercefio et al.
(1996) y de Andrés et al. (2001) en el campo de vida y Cummins y
Derrig (1997) y Derrig y Ostaszewki (1997) en un contexto de no-
vida.

e Ajuste de la Estructura Temporal de los Tipos de Interés con RB: de
Andrés y Terceno (2003).

El resto del trabajo ha sido estructurado de la siguiente forma. En el
siguiente epigrafe expondremos los instrumentos de LB que
utilizaremos el trabajo y, seguidamente, expondremos el esquema de
Benjamin y Eagles (1986) para la estimacion de las IBNR.
Posteriormente desarrollaremos nuestra metodologia. Finalizamos
extrayendo las conclusiones maés relevantes acerca del trabajo
desarrollado.

2. LOGICA Y REGRESION BORROSA
2.1. Conceptos basicos de logica y aritmética borrosa

La LB se construye a partir del concepto de subconjunto borroso. Un
subconjunto borroso 4 es un subconjunto definido sobre un conjunto
de referencia X para el que el nivel de pertenencia de un elemento xe X
a A acepta mas grados que 0 o 1 (no pertenencia o pertenencia
absoluta). Asi, un subconjunto borroso 4 puede ser definido como
A= {(x,22,(x))| x € X}, donde ,(x) es la funcién de pertenencia,
siendo una aplicacion u,: X—[0, 1]. Por tanto, el nivel de pertenencia

de un elemento x en 4 toma valores en [0,1], donde 0 supone la no

pertenencia de x a 4 y 1 su absoluta pertenencia, pudiendo existir
para x niveles de pertenencia intermedios (por ejemplo, 0.5).

Alternativamente, un subconjunto borroso A puede ser representado a

través de sus a-cortes. Un a-corte es un conjunto ordinario que
contiene a aquellos elementos de 4 cuyo grado de pertenencia es,
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como minimo, «. Para el subconjunto borroso 4, denotaremos un o-
corte como Ag, siendo su expresion matematica:
A, = {x €X|uy (x)> a}, 0<o<l.

144(x) HaX)
1 1
¢ A L4 T4
- <>
* ac-ly a. ae.+ry *
Figura 1. Numero borroso Z Figura 2. El NBT Z = (ac,l4r4)

Un niimero borroso (NB) 4, es un subconjunto borroso definido
sobre los numeros reales (el conjunto referencial X es R) y es el
principal instrumento de la LB para cuantificar magnitudes inciertas.
Adicionalmente, un nimero borroso cumple dos condiciones. La
primera de ellas es que es un subconjunto borroso normal, es decir,
existe algiin xeX para el cual u,(x)=1. En segundo lugar, debe ser
convexo (es decir, sus a-cortes son conjuntos convexos en %, que
implica que son intervalos cerrados). En la figura 1 se muestra la
representacion grafica de un nimero borroso. En el eje de abcisas
vienen dadas las “realizaciones” del NB, mientras que en el eje de
ordenadas se representa el nivel de pertenencia (o verosimilitud) de
dicha realizacion. También se representa un a-corte de A, A, para un
nivel « dado.

En aplicaciones practicas, los numeros borrosos mas utilizados son los
numeros borrosos triangulares (NBT), ya que son faciles de
manipular aritméticamente y presentan una interpretacion muy

intuitiva. Nosotros denotaremos a un numero borroso triangular A

como A=(a, I, r,) donde a es el centro y I, y r, los radios izquierdo y
derecho respectivamente. Desde un punto de vista estadistico,
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podriamos entender que si 4 es una variable aleatoria, a es la moda
de la misma y /, y r, son las maximas desviaciones que se esperan
respecto a la moda (son una suerte de semi-varianzas). Asi, un NBT
puede quedar caracterizado por su funcién de pertenencia, z,(x), o

alternativamente, por sus a-cortes, 4, como:

p4(x)=

x—a-—1

——* a-[l,<x<a
l,

a+r, —x

——— a<x<a+r, ey
ra

0 en otro caso

4, = fe1 ()2 @} =A@} @)= a- 1,0 -@ha+r, (-] @

Desde un punto de vista estadistico, mientras que la funciéon de
pertenencia puede interpretase como la funcion de densidad de una
variable aleatoria, A, puede interpretarse como un intervalo de
confianza probabilistico, con un nivel de verosimilitud asociado de a.
En la figura 2 se representa un NBT.

Ha(X)

0.3

3% 3.3% 4% 5.05% 5,5% x

1i=1% r=1.5%

Figura 3. EINBT 4 = (4%,1%,1.5%)

Por ejemplo, supongamos que una estimacion sobre el tipo de interés
que se obtendrda con una determinada inversion durante un
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determinado plazo, viene dada por la prediccion ‘el 4%, no
esperandose desviaciones por debajo de mas del 1%, ni por encima,
de mds del 1.5% . Su representacion mediante un NBT vendria dada
de forma inmediata por la tripleta 4 =(4%, 1%, 1.5%). En la figura 3
representamos a este numero borroso. El 4% es el valor que tiene para
el estimador la maxima presuncion de cumplimiento. Su nivel de
pertenencia en 4 es la méaxima, 1. Asimismo, el estimador considera
imposible la obtencion de rendimientos inferiores al 3% o superiores
al 5.5%, por lo que estos rendimientos tienen un nivel de pertenencia
0. El resto de rendimientos posibles (entre el 3% y el 5.5%), tienen un
nivel de pertenencia que se gradua de forma lineal, decreciendo a
medida que se alejan del 4%, que es el mas “verosimil”. En la figura 3
también se representa el a-corte para un nivel de pertenencia o=0.3,
Ao s, que es el intervalo de confianza que contiene aquellos valores de

A cuya pertenencia es al menos 0.3:
Aox=4(03).4(0.3)|=[4%-1%(1-0.3), 4%+1.5%(1-0.3)]=[3.3%, 5.05%]

La combinacion lineal de NBTs es un nuevo NBTZ Por tanto, si
partimos de los NBT A (a la 3Ty, ), i=1,2,...,n, el resultado de su

combinacion lineal:

B =Y k4, ke, i=12,...n

serd el NBT B = (b,1,,r, ), cuyos centros y radios se obtienen como:

=Bodor)=| Lk D JKally + X Jkibs 2lklrs + 2l )

ik; >0 ilk; <0 ilk; >0 ilk; <0

Sean 212(2,1,1), 222(3,2,3), 232(1,0.5,2). Su combinacion lineal
B = A ++2- 4,-4 4;, es el NBT B =(b,ly,r5)=(4,13,9), donde, con (3)

2 Ello es consecuencia de que la manipulacion aritmética de subconjunto borrosos se realiza mediante el
uso de convoluciones max-min, en lugar de convoluciones del tipo suma-producto, que son las
utilizadas si operamos con variables aleatorias.
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hemos obtenido el centro y los radios como: b=2+2-3-4-1=4;
[py=1+42-2+4-2=13; ry=1+2-3+4-0.5=9.

Al efectuar operaciones aritméticas no lineales (como el producto) con
NBTs, no obtendremos un NBT. No obstante, el producto de dos
NBTs puede ser aproximado razonablemente bien a través de un NBT,
tal como demuestran Dubois y Prade (1993). Asi, para

A; :(a,.,lal_,ral_), i=1,2, si las realizaciones de ambos NBs son

positivas, la aproximacion de B = 4, x 4, es:

B = (b,lb,rb): (al “a,,a -la2 +a, -lal,a1 Ty, T4, -ral) (4)
En el anexo de este trabajo se ofrece una justificacion mas detallada
de la aproximacion (4).

Por ejemplo, supongamos que para el proximo ejercicio, una empresa
estima que el nimero de unidades vendidas de un determinado

producto es el NBT N =(1000, 100, 50), siendo beneficio unitario que

se estima por cada unidad: U =(4, 1, 0.5) unidades monetarias. El
beneficio total obtenido con las ventas de dicho producto sera el

nimero borroso B=N-U, que no es un NBT, pero que queda
aproximado con (4) por el NBT (b,/5,75)=(4000,1400,700), donde:

b=1000-4=4000
[,=1000-1+4-100=1400
r5=1000-0.5+4-50=700

En muchos problemas, aunque estimemos las variables que lo
describen mediante NBs, serd necesario cuantificar las magnitudes
que proyectamos mediante un valor cierto. En nuestro caso, esto
ocurrira cuando debamos determinar el valor definitivo de las IBNR,
por ejemplo, para reflejar su valor en los estados contables del
asegurador. Este problema es lo que se conoce como desfuzzyficar un
NB, cuyo anélogo estadistico consistiria en determinar una medida de
posicion de una variable aleatoria. Nosotros utilizaremos el concepto
de valor esperado de Campos y Gonzélez (1989). El valor esperado de
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un NB 4 , que denotaremos como EV| Z, [, se obtiene introduciendo
la aversion al riesgo del decisor a partir de un pardmetro 0<A<1 como:

B A (- ) Aleia+ p] Aah

y para el NBT A= (a, l,, ), entonces:
~ /
EVLA. fi= a~(1- B2 s (5)

2.2. Regresion borrosa con coeficientes asimétricos

En este subepigrafe describimos el modelo de regresion borrosa de
Ishibuchi y Nii (2001) que es el que utilizaremos para determinar las
IBNR. Como en cualquier método de regresion, el objetivo de la RB
es determinar una relacion funcional entre una variable dependiente y
un conjunto de variables independientes. Dicha relacion, que se
supone lineal, debe ser obtenida de la muestra de n observaciones:
{(Y1,X1),(Y2, Xo),....(Y.X)),....(Y,X,)} donde X; es la j-ésima
observacion de la  variable explicativa, siendo X, =
(Xoj,le,ij,...,X[.j,...,ij). Asimismo, Xy = 1 Vj, y Xj; es el valor
observado para la i-ésima variable de la j-ésima observacion de la
muestra. Por otra parte, Y; es la j-ésima observacion de la variable
explicada con j=1,2,...,n.

Asi, debemos estimar la siguiente funcidon con parametros borrosos:
Y, =Ay+ A4 X, +..+ 4,X,,,j=1.,2,...n

donde )7J es la estimacion de Y; con un NB tras ajustar los pardmetros

Ay, 4,,...,A4, . Obsérvese que en la RB, la imprecision que existe en la
relacion lineal no se introduce con un sumando de caracter
estocastico, sino dentro de los coeficientes borrosos.
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Si, como es usual, se supone que los parametros son NBTs, es decir,
4, = (ail, ,r, ), i=0,1,...,m, entonces, la estimacion de Y, Y, es
1

también un NBT que denotamos como Y f :(y j,lyj,ryj ) A partir de

(3), los centros y los radios de YJ ,j=1,...,n se obtienen como:

m
V; :ao—i-ZXijai (6a)
i=1
m m
lyj :lao + Z|‘XU lai + Z|‘le rai (6b)
i=1 i=1
XijZO Xij<0
m m
ryj =Ta + E‘le T + E‘XU lai (6C)
=1 =1
XUZO Xl/<0

Para ajustar los parametros borrosos 4, 4,,...,4, debemos determinar,

en primer lugar, los centros ay, ai,...,a, mediante minimos cuadrados
ordinarios (MCO). Dichas estimaciones las simbolizaremos como dy,
di,...,an. Posteriormente, debemos determinar los parametros /, y

r, , que deben, simultineamente, minimizar la incertidumbre total de
las estimaciones de Y, Y, (es decir, sus radios), y maximizar el grado
de inclusion de la observaciones (Y, ) en sus estimaciones (Y, ). Asi, si

.. . .. , . *
para el segundo objetivo se requiere un cumplimiento minimo de «
el ajuste de los radios se realiza resolviendo el siguiente programa
lineal:

n n n m n m
Minimizar2= ) [, + z ry, = Z Z ‘X,-j ly, + Z z ‘X,-j Ta, (7a)
j=1 j=1

Ta ol j=1i=0 j=1i=0

a;j*ta;

sujeto a:
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yj—l (— ) a0+zl i~ U|+Za lj|(1 OL) Y, j=1,2,..n (7b)

i=1
xl] 20 <0

X l-o)27 120 (70)

m
v+, 1-o)= Wz, . Wz%

Xl] ZO )Cl/ <0

m
Xyl + Do

Ly, 74 20 i=0,1,...,m (7d)

Obsérvese que (7a) se construye sumando los radios de todas las
estimaciones de las observaciones; esto es, de los NBTs )7J ,j=1,2,....n,
que han sido obtenidos en (6b) y (6¢). Ademads, los bloques de
restricciones (7b) y (7¢) son consecuencia del requerimiento de
congruencia ¢ y para su construccion se requiere tener en cuenta la
expresion de los a-cortes de un NBT, (2) y de los radios

Y

Figura 4. Forma en que la regresion borrosa se ajusta a una nube de puntos

correspondientes a }7j, obtenidos en (6b) y (6¢). En cambio, (7d)

asegura que los radios /,,r, Vi seran no negativos. En la figura 4
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representamos la forma en que el modelo de regresion borrosa
expuesto se ajusta a una nube de puntos. Este modelo tnicamente
incluye una variable explicativa; es decir, es: Yj:AOJrAlXU,

j=1,2,....n.

A continuacioén desarrollamos un ejemplo, donde debemos ajustar el
modelo borroso 17 ;= Ay + 4, X, ; auna nube de cuatro puntos, donde las
observaciones de la variable explicada y explicativa vienen dadas por
{(Y, X)) }=1234={(3, 2); (3.5, 3); (4.5, 4); (4.75, 5)}. Asi, la expresion
que debemos ajustar a la nube de puntos la escribimos como:

Y] :(yjaly/ 9ry]- ):(ao,lao,rao )+(a1’la1 ,ral )le
Los pasos que se siguen en el ajuste del modelo son los siguientes:

1) En primer lugar, determinamos los centros ay, a; mediante minimos
cuadrados ordinarios. Dichas estimaciones, que simbolizamos
como dy y d; son, respectivamente, do=1.75 y 4,=0.625. Asi, en
(6a), y=1.75 +0.625.X;.

2) Posteriormente, debemos estimar los radios de los parametros
borrosos 4y y 4, I, y r, ,i=0, 1. Partiendo de la formulacion

del programa lineal (7a)-(7d), y fijando un nivel de inclusion
de las observaciones en sus estimaciones borrosas a*=0.5,

podemos escribir el programa que deberemos resolver como:
3)

Minimizar z=4 1,, +14 1, +4 1, +l4 1,
lag Lay Tag oy

sujeto a:

1,75+0.625:2 (1, +1, -2)(1-0.5)<3
1,75+0.625:3~( 1y, +1, 3)(1-0.5)<3.5
1,75+0.6254 (1, +1,, 4)(1-0.5)<4.5
1,75+0.625:5 (1, +1,, -5)(1-0.5)<4.75
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1,7540.6252 +(ryy +r, -2)(1-0.5)23
1,754+0.625-3+( 1, + 1, -3)(1-0.5)23.5
175406254 +(ryy + 1, -4)(1-0.5)24.5
1,7540.625-5 +(ryy + 1 -5)(1-0.5)24.75

Loy »!

ap’ray 9ra0 ’ral

>0

Asi, la expresion finalmente obtenida es:

Y

J

3. DETERMINACION DE
REGRESION LINEAL

LAS

)1y, .1, )=(1.75, 025, 0)+(0.625, 0, 0.125) x,,

IBNR UTILIZANDO

Para la determinacién de las IBNR suele partirse de la informacion
sobre la evolucion de las reclamaciones ordenada en un tridngulo run-

off como el de la tabla 1.

Aiio de ocurrencia
1 2 jol i+ J n-l | n

1 AR Zl,2 Zl,j* Zl,j*H A i Zipi | Zin

2| 72, 2y 2y j* 2y, j*+1 2 L1
Aifio de i Zil Zi2 Z,- j* Z,' 1 Zz j*
desar- . : : : :

rollo P Zyjn,j
m-1| Z,14 | Znio Znrj* | Lt oo
Zm 1 Zm 2 Zm i*

Tabla 1. Tridngulo run-off

En la tabla 1, Z;; es el coste acumulado de la siniestralidad ocurrida en
el ano j (notese que disponemos de una historia de » afos de
ocurrencia) al final del afio de desarrollo i (obsérvese que la
siniestralidad para un afio se desarrolla en m afios), donde j=1 denota
el afio de ocurrencia mas lejano y j=n el ultimo disponible. Por
supuesto, n>m. Asimismo, como j* hemos denotado al ultimo afio de
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ocurrencia sobre el cual se dispone informacion para todos los m afnos
de desarrollo. Asi, para j +1 se dispone informacion para los m-1 afios
siguientes de desarrollo 'y, en general, para j>j* se dispondra
informacién sobre los m-j+j  primeros afios de desarrollo.
Obviamente, para ]>j* no se conoce el coste de la siniestralidad
acumulada durante los afios de desarrollo i= m-j+j +1,...,m y por tanto,
dicha siniestralidad debe ser inferida.

Un método muy util para inferir dicha siniestralidad es el propuesto
por Benjamin y Eagles (1986), B-E en adelante, que es una
generalizacion del chain ladder. Este parte de la hipotesis de que la
evolucion de las reclamaciones de los siniestros ocurridos en el afio j—
ésimo desde el i-ésimo afio hasta el i+1 ano de desarrollo puede ser
aproximada a partir de la relacion lineal:

Zinj=bitciZjts ()

donde & es el término de perturbacion aleatorio, debiéndose estimar
los coeficientes’ b; y c; mediante MCO. Por supuesto, las estimaciones

de b; y c;, l;,. y ¢;, deben ser obtenidas a partir de las observaciones

del tridngulo run off con los pares variable dependiente/independiente:
{(Zi+1,_/; ZU)} =1 ,2,.. M- 1 ,j:1 ,2,...,1’1-1

Una vez ajustada la expresion (5), debemos obtener la estimacion del
montante total de la siniestralidad acumulada al final de los m afios de

desarrollo, para cada uno de los » afios de ocurrencia, Z,, IE

Znj = b +¢, {b +C b +C . Z ]} sij>)"
it Gt P2 ij+j A e H e mej g /=]

La IBNR que debe dotarse para el j-ésimo afo de ocurrencia, P, se
hallara como la diferencia entre la siniestralidad acumulada

proyectada para los m afos de desarrollo, ZAm’ ;» y la siniestralidad

acumulada conocida, que denominaremos como Z; . Es decir:

* El método chain ladder considera que el término independiente de (5) es nulo (=0, i=1,2,...,m-1).
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P=2,,-% (10
donde:
A sij< i
zy-{is WSS an
Zn17j+j*’j sij>j

Asi, la IBNR para todos los afios de ocurrencia considerados, P, es:

P=3P (12)
j=1

Afio de ocurrencia
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 | 12

280 | 296 | 502 | 398 | 363 | 719 | 489 | 546 | 892 | 751 | 1097 | 580
Adio de 894 | 922 [ 1274 | 1127 | 1034 | 1834 | 1525 | 1831 | 2635 | 2247 | 2715
desar- 1147 | 1254 | 1554 | 1426 | 1248 | 2278 | 2018 | 2404 | 3437 | 2869
rollo 1236 | 1320 | 1637 | 1502 | 1335 | 2378 | 2143 | 2539 | 3611

1259 | 1348 | 1670 | 1539 | 1362 | 2405 | 2209 | 2569
1267 | 1355 | 1675 | 1552 | 1378 | 2418 | 2213
1275 | 1357 | 1688 | 1560 | 1382 | 2424
1278 | 1361 | 1689 | 1561 | 1383
1278 | 1362 | 1690 | 1561

Tabla 2. Triangulo run off tomado de Benjamin y Eagles (1986)

o o Q| | | K| W| | -

A continuacion desarrollamos un ejemplo con los datos del trabajo de
B-E, que vienen dados en la tabla 2.

El valor obtenido para los parametros de (8) viene dado en la tabla 3.

Afio de desarrollo
1 2 3 4 5 6 7 8
214.391 | -36.378 | 24.825 | 19.204 | 11.404 | 4.773 | 10.267 | -0.980
2.476 1.305 | 1.042 | 1.008 | 0.999 | 1.001| 0.994 | 1.001
Tabla 3. Estimaciones MCO de (5).

S

o
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En la tabla 4 aparecen las IBNR a dotar para cada uno de los afios de
ocurrencia y la IBNR total, segtin la estimaciones realizadas para (8).

IBNR para el afio de ocurrencia j (P;) IBNR total

1]2[3[4]5] 6789 ] 10] 11 12 P

0]0|0|0]04|-21]65]13.6|57.9]202.3|1023.9|1705.1 3007.7

Tabla 4. Estimaciones de la IBNR a partir de la tabla 2

Con el fin de poder comparar nuestros resultados de las IBNR de la
tabla 4 y los que obtendremos con regresion borrosa, con los que
ofrecen los modelos mas cldsicos como el chain ladder y algunos de
los basados en el link ratio ofrecemos, en la tabla 5, el tridngulo de
link ratios que se deriva del tridngulo run off de la tabla 2. En la tabla
6 se ofrece el /ink ratio considerado finalmente para cada afio de
desarrollo, en cada método ensayado: el maximo incremento, la media
aritmética y el chain ladder (en este caso, los ratios no se obtienen de
la tabla 5, sino de la tabla 2). Asimismo, también se ofrece la IBNR
que se deduce de cada método ensayado.

Afio de ocurrencia

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

12

1 | 3.1929] 3.1149[ 2,5378| 2.8317| 2.8485 2.5508| 3.1186] 3.3535| 2.9540] 2.9920( 2.4749| -
2 | 1.2830] 1.3601] 1.2198] 1.2653] 1.2070] 1.2421] 1.3233] 1.3129] 1.3044| 1.2768
3 | 1.0776] 1.0526] 1.0534| 1.0533] 1.0697| 1.0439| 1.0619| 1.0562| 1.0506
) 4 | 1.0186] 1.0212] 1.0202| 1.0246[ 1.0202[ 1.0114] 1.0308] 1.0118
‘zz;‘ri_e 5 | 1.0064] 1.0052] 1.0030| 1.0084] 1.0117] 1.0054| 1.0018
rollo | 6 | 1.0063] 1.0015| 1.0078] 1.0052] 1.0029] 1.0025
7 | 1.0024] 1.0029] 1.0006] 1.0006] 1.0007
8 | 1.0000] 1.0007] 1.0006 1.0000
9

Tabla 5. Link ratios del tridangulo run off de Benjamin y Eagles (1986)
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Ao de Maximo Media aritmética | Chain ladder

desarrollo incremento
1 5.1846 4.0600 3.9730
2 1.5460 1.3969 1.3949
3 1.1367 1.0918 1.0886
4 1.0549 1.0323 1.0311
5 1.0234 1.0122 1.0116
6 1.0115 1.0061 1.0060
7 1.0037 1.0018 1.0017
8 1.0007 1.0003 1.0003

IBNR (P) 4595.36 3282.04 3210.40

Tabla 6. Link ratios para los diversos afios de desarrollo para diversos métodos y las
IBNR estimadas en cada caso

4. DETERMINACION DE LAS IBNR UTILIZANDO
REGRESION BORROSA

En este apartado exponemos nuestra propuesta de determinacion de
las IBNR, que serd una adaptacion de la propuesta en B-E pero
implementada con instrumentos de RB.

Entendemos que la utilizaciéon de la metodologia expuesta en 3
presenta diversos problemas. En primer lugar, la utilizacion de MCO
es bastante fiable cuando se dispone de una muestra amplia, pero ello
no es aconsejable en nuestro problema. Obsérvese que en el ejemplo
desarrollado, en el mejor de los casos hemos partido de 11
observaciones. Por otra parte, la utilizacion de toda la informacion
disponible en el triangulo IBNR requiere de la estimacion del
montante de la siniestralidad acumulada para cada uno de los afios de

ocurrencia Z,, i»J=1,2,...,n a traves de variables aleatorias o al menos,
de intervalos de confianza probabilisticos, dada la existencia de
término de error aleatorio en (8), lo cual implica un alto coste en

términos computacionales, ya que su aproximacidon requerird de
simulacion estocastica.
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Asi, asumiremos que la evolucion de la siniestralidad acumulada para
el afio de ocurrencia j del i-ésimo hasta el (i+1)-ésimo afio de
desarrollo puede ser ajustada a través de la relacion lineal borrosa:

N

z+1 J b l,_] (13)

Si partimos de que b,= (bl.,lbi 3T, )y E,:(ci,lci N ), reescribimos (13)

a partir de (3) como:

z,.ﬂ,j:(z,ﬂj,zzm, M/) Byt ori Jelerl o 20, =6 40,2, o0, +1, 2, pors 47 2,
(14)

Por supuesto, los centros y los radios de b, y ¢, deben ser estimados
con regresion borrosa, con la metodologia expuesta en 2.2.

La estimacion del coste final de los siniestros ocurridos durante el afio

Jj, Z, ., se obtiene evaluando (9) con NBTs; es decir:

m,j >

.. .*

. Zm ;i sij<j
L= ~ N "~ - . "

+ + +c b +c Z sij>j

m-1 cm_l{ m-2 Cm_2|: m—jf -+ n#j+j*+l( (T TE T Wj+j*,j)i|} /=]

(15)

Obsérvese que Z, ; es un valor cierto si j<j , y un nimero borroso en

m,j
caso contrario. También es facil comprobar que no serd un NBT
cuando ;j>j +1. No obstante, aplicando la aproximacion triangular (4)
en cada producto de NBTs del calculo recursivo (15), obtendremos

una buena aproximacion a Z,, ;. con un NBT, y asi:

2oy =2yt 13, ) (16)
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A vpartir de (16) y (10) puede inferirse la cuantia que debe
provisionarse”™ para los siniestros acaecidos durante el afo j-ésimo,

que denotaremos como 13].:

La IBNR total serd el NBT P = (P, lp,rp ), que se obtiene sumando las

provisiones parciales de cada afio de ocurrencia j=1,2,...,n, tal como
indica (12), siguiendo la regla (3):

P=(P,p,rp) ZP Z(],P,rp)[Z Zzgi,ZrBiJ (18)
=t =

j=1

Para determinar la cuantia final de la IBNR a efectos contables,
deberemos reducir P a un nimero cierto P. Para ello, proponemos
utilizar el concepto de valor esperado de un numero borroso, cuya
expresion para NBTs, viene dada en (5). En este caso, £ debe fijarse a
partir de la necesaria prudencia que debe tener el actuario, es decir,
deberia cumplirse en (5) que £>0.5.

A continuacién desarrollamos la aplicacion de nuestro método al
triangulo run-off de la tabla 2. El valor estimado para los coeficientes
de (13) con un nivel de inclusion exigido en la regresion de ' =0.5,
vienen dados por la tabla 5.

* Obsérvese que Z" puede denotarse como el NBT Z'=(Z/", 0, 0).

30



Jorge de Andrés Sanchez

l;,-:(b,-,lbi,rbi) & =lcil,.r)

1/ (214.391, 312.318, 529.565) | (2.476, 0.108, 0)

2| (-36.378, 113.445,174.063) |  (1.305, 0.025, 0)

3] (24.825,0.923, 30.989) (1.042, 0.018, 0)

Aiio| 4 (19.204, 1.066, 0) (1.008, 0.010, 0.027)

de| 5| (11.404,6.612, 12.386) (0.999, 0.001, 0)

desarrollo| ¢ (4.773,9.019, 0) (1.001, 0.0.007)
71 (10.267,2.801,2.914) (0.994, 0, 0)

8 (-0.980, 0, 1.224) (1.001, 0.001, 0)

Tabla 7. Resultados de la regresion borrosa para los coeficientes de los
afios de desarrollo

A continuaciéon ejemplificamos el procedimiento de obtencion de los
coeficientes de la tabla 7, detallando el procedimiento de ajuste de los
del afio de desarrollo 5. Segiin (13) y (14), la acumulacion de la
siniestralidad en el j-ésimo afo de ocurrencia desde el afo de
desarrollo 5 al 6, viene dado por la relacion:

Zﬁ,j =b5 +ESZS,j :(bs,lbs,rbs )+(CS,ZCS,VCS )ZS,j =

= bs +CSZS,j’lb5 +ZCSZS,j’rb5 +r6525,j

Los centros de 55 y Cs, bs 'y cs, se habran determinado previamente
mediante MCO y son bs=11.404 y ¢5=0.999 (ver tabla 3). Para
determinar los radios de 55 y Cs, deberemos resolver el siguiente
programa lineal, delimitado por (7a), (7b), (7¢) y (7d):

Minimizar Z=7 Ly, +11.792 1.  +7 ry + 117921,
lb5 9105 bg les

sujeto a:

11.404+0.999-1259-( I}, + 1., 1259)(1-0.5)<1267
11.404+0.999-1348-(1j, + [, 1348)(1-0.5)<1355

11.404+0.999-2209-( I}, + 1., 2209)(1-0.5)<2213
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11.404+0.999-1259+( 1 + 1., 1259)(1-0.5)21267
11.404+0.999-1348+( 1y + r,,, 1348)(1-0.5) 21355

11.404+0.999-2209+( rj, + r 2209)(1-0.5) 2213

lbs N ICS N rbs , rCS >0

Obteniéndose finalmente: 7, =6.612; 1, =12.386; 1, =0.001; . =O0.

IBNR para el aiio de ocurrencia j (7.) IBNR

! total

112|345 6 7 8 9 10 11 12 (P)

P; 0[0]0]0]|04|-21|65|13.6]57.9 |202.3|1023.9|1705.1]|3007.7

Ip. |0]0]0|0 | 1 |46|135]|238|61.9 [109.0| 317.2 | 759.1 |1290.2
J

rp |0]10]0]|0|12]4120.1|35.1|140.1|150.8| 355.7 |1029.4|1736.6
J

Tabla 8. Estimaciones de la IBNR a partir de los datos de la tabla 2

Las IBNR estimadas para cada afo de ocurrencia y la IBNR total, se
observan en la tabla 8 y se hallan con los datos de las tablas 2 y 7.
Puede observarse que para los 4 primeros afos de ocurrencia, el
proceso acumulativo de la siniestralidad ya ha sido completado, por lo
que la provision que debe dotarse es 0. Para el 5° afio de ocurrencia,
Jj=5, unicamente queda un afio para completar todo el proceso de la
siniestralidad, ya que el ultimo valor conocido de la siniestralidad
acumulada es Zg’5225*:1383. Asi, utilizando (15) y (3) y los
parametros de la tabla 7, se observa que la siniestralidad acumulada

estimada al final de todos los afios de desarrollo, Z s, es:
Zos :(29’5,1295 7 ) ~(-0.98, 0, 1.224)+(1.001, 0.001,0)-1383=
=(1383.41, 1, 1.2)

Por tanto, con (17) se obtiene el valor de las IBNR parciales
correspondientes al afio de ocurrencia j=5, P, :

o

= (Ps,lps T )= (13834, 1, 1,2)- 1383=(0.4, 1, 1,2)
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En cambio, en el afio de ocurrencia j=12, quedan 8 afios para
completar el proceso de la siniestralidad, ya que tUnicamente
conocemos la siniestralidad del primer afio de desarrollo
Z1.12=Z1, =580. Utilizando todos los parametros borrosos de la tabla 5,

se obtiene 29,12 aplicando (3) y (4) en (15) como:

Zo1 =| Zo 12,15 5 =(-0.98, 0, 1.224)+(1.001, 0.001, 0)-1(10.267, 2.801, 2.914)+
9,]2 ( 9’123 29,12’r29,12) ( s YUy ) ( s 5 ){( 5 5 )

+(0.994,0,0)[ ...(-36.378, 113.445, 174.063)+(1.305, 0.025, 0)-((214.391, 312.318, 529.565)+
+(2.476, 0.108, 0)-580)] } =(2285.1, 759.1, 1029.4)

Finalmente, el valor de las IBNR parciales correspondientes al afio de
ocurrencia 12, P, , se obtienen con (17) como:

By =(Piy.p, v, J=(2285.1,759.1, 1029.4)-580=(1705.1, 759.1, 1029.4)

En la tabla 8 se observa que la IBNR final ha quedado ajustada por el

NBT ]3=(3OO7.7, 1290.2, 1736.6). Es decir, se considera que, a partir
de la experiencia pasada, el valor mas verosimil para las IBNR es
3007.7, pero éste valor podria desviarse por debajo en 1290.2
unidades monetarias (hasta 1717.5) y por encima, hasta 1736.6
unidades monetarias (hasta 4744.3). Es decir, todos los posibles
valores obtenidos para las IBNR incluyen los estimados en el epigrafe
3 con los métodos clasicos ensayados — ver tabla 6- y, por supuesto,
con la estimacion puntual que hemos realizado con B-E. Obviamente,
el actuario debe acabar fijando un valor definitivo para las IBNR (por
ejemplo, para reflejarlo en los estados contables). Su cuantificacion
debe ser prudente y a la vez, coherente, con los datos disponibles. Por
ejemplo, para un nivel de aversion al riesgo =1, la IBNR final (P")
se calcula con (5) como:

1290.2 1736.6
+1-

P'=EV[ P, 1]=3007.7- (1-1)- 1 = 3876
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5. CONCLUSIONES

Dada la débil informacion (por su escasez) que debe utilizarse en la
determinacion de las IBNR, entendemos que la aplicacion en su
calculo de la logica borrosa es una alternativa valida a los métodos
estocasticos; que, en cualquier caso, ofrecen indudablemente una
respuesta igualmente adecuada al problema de estimar las IBNR. En
ultima instancia, tanto nuestro método como con los estocasticos
permiten estimar tanto el valor mas “verosimil” de las provisiones
como su variabilidad. Este aspecto es muy importante para el actuario,
ya que le permite determinar los recargos de seguridad a aplicar de
manera fundamentada. El funcionamiento de nuestro método es muy
similar al de muchos métodos estocasticos. En nuestro caso, las IBNR
quedan descritas mediante NBs (que vienen caracterizados por sus
funciones de pertenencia), mientras que con los métodos estocasticos,
las IBNR quedarian estimadas a través de variables aleatorias
(caracterizadas por tanto, por distribuciones de probabilidad).

Asi, al igual que los métodos estocasticos, entendemos que nuestro
método es mas completo que los métodos clésicos (chain ladder, los
basados en el link ratio, etc.) ya que estos ultimos, a partir de la
informacion disponible, Unicamente ofrecen estimaciones puntuales
de las IBNR.

Concretamente, en nuestro trabajo hemos propuesto el uso la regresion
borrosa y la aritmética de nimeros borrosos para la estimacion final
de las IBNR. Como se ha podido comprobar, su empleo permite
trabajar con la incertidumbre asociada a las estimaciones (obtenemos
una estimacion de la IBNR final mediante un nimero borroso) con un
coste computacional que creemos que es muy aceptable.

Para determinar el montante final de las IBNR (por ejemplo, a efectos
de reflejarlo en los estados contables del asegurador), sera necesario
reducir nuestra estimacion borrosa a un valor cierto, de igual forma
que las estimaciones de las IBNR estocasticas deben ser reducidas a
algin valor concreto (la esperanza matematica, un cuantil, etc.).
Nuestra propuesta consiste en la utilizacién del concepto de valor
esperado, que permite introducir de forma sencilla e intuitiva la
prudencia del actuario en la determinacion de las provisiones.
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ANEXO

En este anexo justificamos la aproximacion triangular (4) del epigrafe
2.1. para el producto de dos nlimeros borrosos triangulares (NBTs).

Concretamente, para 4, =(a- [ ,r ), i=1,2, si las realizaciones de

127a; %" a;

ambos numeros borrosos (NBs) son positivas, la aproximacion de

~ ~

B = 4, x 4, que se propone es:

a1"’2+az'7’al) (1A)

Bz(b,lb,rb):<a1-az,al-laz+a2-lal, ;
La aproximacion (1A) se puede hacer extensiva a los denominados
nimeros borrosos L-R, que son una generalizacion NBTs. Un NB L-R
A, necesita de la definiciéon de su centro, a y las desviaciones a la
izquierda y derecha, [, >0 y r, >0, respectivamente, cuyo significado
es el mismo que para los NBTs. Asi, denotaremos a un NB L-R 4
como A=(a,l,r,)rr. Para acabar de construir su funcién de
pertenencia debemos definir dos funciones reales con imagen en [0,1],
L(x) y R(x) —denominadas funciones forma a la izquierda y a la
derecha- que cumplen las condiciones:

L(0)=R(0) =1 (2A)
L(x) =L(-x); R(x)=R(-x) (3A)
L y R son no crecientes en [0, o) (4A)
Lim L(x) = Lim R(x) =0 (5A)

Entonces, la funcion de pertenencia de 4, u,(x), queda definida
como:

a—Xx
L[ ] ] parax<a
— a (6A)

X
parax =a

y los a-cortes de 4, A,, se obtienen a partir de (6A) como:
Ay = el b4 (x)2 0= [Ala) d(a)|= o - 1,17 @ + 7R (7A)
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Sea una relacion funcional y=f(x;,x2, ...,x,). Si x1, X2, ..., X, N0 son
nimeros reales sino los NBs 4,,4,,...,4,, f() induce un NB

~

B=f (Al,Az,...,An) cuyos a-cortes, B,, pueden ser obtenidos a través
de los de los nimeros borrosos con que evaluamos la funcidn,
4y,4,,...,4,, que denotamos como 4, ,4, ,..,4, respectivamente.

Ny

Para ello debemos calcular:
B(X: f(Al(x , Aza yeues An(x ) (8A)

En muchas ocasiones, la funcion a evaluar es monotona creciente o
decreciente respecto a sus argumentos, lo que facilitard sobremanera
obtener los a-cortes de B que derivan de dicha funcion. Si f{*), que
induce a B, es creciente respecto a las m primeras variables, donde
m<n, y decreciente respecto a las Gltimas n-m variables, B, es:

-l 460 A oAy o4l 92

Asi, sea un par de NBs L-R, 4, = (ai,lai,rai )LR ,

sus realizaciones son positivas y con los que debemos evaluar
B = 4 x 4, . Para obtener los a-cortes de B,, debemos tener en cuenta

i=1,2, para los cuales

que el producto corresponde a una relacion funcional f{x;,x;)=x1x; que,
dado que x; y x, son positivos, es mondtona creciente respecto a
ambos argumentos. Por tanto, a partir de (7A) y (9A) es facil
comprobar que los extremos de los a.-cortes de B, son:

Bla)=a; xa, — (al X1y, +ay %1, )x LY (o) + Ly %1g, % [L_l(oc)]z (10A)
R (o)f (11A)

E(oc):al X ay —(al X Tg, +ay X ral)x R_l(oc)+ Fag X Tay X

Las expresiones (10a) y (11a) se pueden simplificar si se desprecian
los términos 7, xI,, ><[L‘1 (oc)]2 Y Fay X7 ><[R‘1 (oc)]z; tal como proponen

Dubois y Prade (1993), utilizando como argumento la aproximacion
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lineal de B(a) y B(o) mediante un desarrollo en serie de Taylor a
partir de o=1. Asi, estamos suponiendo que los radios /, , /.., 1, ¥y

r., son relativamente reducidos comparados con los centros a1 y a»

y/o que estamos obteniendo los a-cortes para niveles de presuncion
relativamente elevados -valores de « cercanos a 1y, por tanto, valores
de L''(e) y R''(a) cercanos a 0, tal como se deduce de la primera
propiedad, (2A), exigida para las funciones L(x) y R(x)-. Ello supone
que:

Blo)~ ay xa = (o xly, +ay %1y )27 () (124)
Blo)~a; x ay —(al X Iy, +ay X ral)x R (a) (13A)

Asi, a partir de la expresion (7A) de los a-cortes de un nimero
borroso L-R, puede observarse que (12A) y (13A) se corresponden
con las expresiones de los extremos de los a-cortes de un NB L-R;

obteniéndose por tanto una aproximaciéon del producto de dos NBs L-
R anéloga a (1A):

B =4 x4, z(b,lb,rb)z(al “ay,aq ~la2 +a, -lal,al Tay F A Ty )LR
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