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Tema I

SUCCESSIONS DE NUMEROS RACIONALS

Calcular els valors de x que verifiquen cada igualtat:

a) Ix-71=5 Resultat: A ={2,12}
b) Ix2+11=17 Resultat: B =1{ -4,4}
c) Ilx2+31=2 Resultat: C = o
d) Ix (x+1)l=¢6 Resultat: D =1{-3,2 !}
e) I S l =2 Resultat: E = { -2, -2}
X+ 1 3
2
f) | —x—x_—l— | =4 Resultat: F ={ -2-2y2,-2+2/2,2 }

Concretar els conjunts:

A={xeQ, x+|x|>0!} Resultat: (0,+o) NQ
B={xeQ,x-|x|<0} Resultat: ( -»,0) NQ
c={x€Q0,x-|x|=01! Resultat: [0,+= ) NQ
D={x€Q, x+|x|=0} Resultat: ( -»,0]1MNQ
E={xEQ,|}}::i|=§;i} Resultat: Q9 - [ -1,1)
F={xeQ,|x?-x-2|=-x2+x+2} Resultat: [ -1,21 N0

Resoldre les equacions:
l(x+2)(x-3)I1=6 Resultat: { -3,0,1,4}

|x2 -2x -8l=x+2 Resultat: { -2,3,5}

Resoldre les inequacions:

| x| <5 Resultat: ( -5,5)
|x] <5 Resultat: [ -5,5]
[x+1]>3 Resultat: ( -e,-4 ) U (2, +=)
|X +1]23 Resultat: ( -, -4 ] U [ 2,+=)
|x2-4]|> 4 Resultat: ( -e,-2y2 ) U ( 2¢y2, + )
| x2 -4ax + 3] <3 Resultat: [ 0,4 ]



Successions de numeros racionals

5. Suposat € > 0, € arbitrariament petit, i n € N, aillar n en funcié de
€ en les desigualtats:

. —1|<€ Resultat: n > = -1
n+1 €
n+3 _ 1 l( € Resultat: n > 2 _ 1
n+1 €
2 -
nr2 _qlce Resultat: n > [+ —&
n? +1 ' €
2
A0 _3l¢e Resultat: n > il
2n? -1 2€
6. Representar graficament les funcions:
a) y=2x +|x -1| _ b) y=|x+1]|+]|x-1]
Resultats:
/
a b
Ts Estudiar 1’estructura algebraica del conjunt de successions nules en Q,

amb les operacions d’addicid i multiplicacié.

Resultat: (Sy,+,.) Anell Commutatiu

8. Obtenir els primers termes de les successions e tenen per terme
z qu p
general:
_ n
aﬂ:.i_gl_ Resultat: {1,-1,1-1,1,-1... !}
_21'\
3_
p=— -1 _ Resultat: {0,1, L }
n2+ (-1)n+1 3 10 15 26
[1+(-1)"]2 - 1
(o i Sl . S Resultat: Olllol—_lol—_l"'
n 2n “ { 2 3 }
= n - n-1
d, = (-2)7+ (-1) Resultat: {1,-2,Z1,-15, ..
—n2 4 9 16



Successions de nimeros racionals

10.

11l.

12.

13.

Estudiar 1’estructura algebraica del conjunt de les successions
acotades, amb les operacions + i

Resultat: (S,,+,.) Anell commutatiu unitari

Determinar el terme general de cadascuna de les seglients successions:

1 3 5 7 9 2n-1
=, =, , = PR ltat: a,=
a) { 5'8’' 11’14’ 17 } Besulbats o s
2 6 24 120 (n+1) !
= ’ ’ ’ R t T e—
i { 24’ 120" 720 } EERLe by (n+2)!
2 5 8 11 14 3n-1
=T ’ ’ ’ R 1€ r IG.=
<) { 2'5'10' 17 ' 26 } EMLLaE .
d) —,—— —,—4—,i,... Resultat: d_ =2
32" 64 ' 128 0" onez
3 1 3 5 2n-5
-y ’ ’ ’ R 1t I L=
ol { 2' 8'726'80' 242 } SENLCEL: Wy
1 1 1 (-1)n+1
t —= - T R ltat: =
) { 2’ "2.4.6' 2.4.6.8 } emlEats L
g) {5'8,598,5/998,5/9998, ... } Resultat: g, =6 - ;)n
2 2 2 ) 14+ (-1)
h) { 13101?:01 53101---} Resultat: hn——T——
Les successives aproximacions de 1’3 donen lloc a la successié:
{1,1/3,1/33,1/333,... } . Obtenir el seu terme general.
4 1 1
Resultat: ===
=373 o0t
Trobar el terme general de les successions:
i1 1 1 1 1
213122132,23,33,...
. _ 1+ (-1)n* 1 1+(-1) 1
Resultat: a,= 5 S 72 + = Sa72
1 1 i
1—121“*13
{ . 16 """ 64" }
—1)n+1 N
Resultat: b = 1+(-1)™ n+l | 1+(-1)" 1
2 2 2 2n
Demostrar que les successions a, = —te o b, = —2 _  s6n successions
n+1 1 +n?
nulles.
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Successions de numeros racionals

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(C20.)\

21.

22.

Estudiar la possible acotacidé de les successions:

{=3)"

a, = - Resultat: Successid nulla. K = 1/2, k = -1.
b,=3+(n-1) 2 Resultat: No acotada superiorment. k = 3.
_ w2 ; 3
c, = j;—zf%- Resultat: No acotada inferiorment. K = 0.
- n
d = 1+ (17 Resultat: Acotada. K = 1, k = 0.

: ; 5, o . a
Demostrar que si lim a, = a, es verifica que lim —2 =1 , suposat a # 0.
a

Demostrar que lim —93 =0, suposat c#0 i p> 0.
n

Demostrar que si dues successions tenen el mateix limit la seva
diferéncia és una successié nulla. Enunciar el teorema reciproc
i justificar si és cert o fals.

Demostrar que si dues successions de nimeros racionals tenen limit la
seva suma té per limit la suma dels limits. Tanmateix per al producte.

2n? + 1
n2
terme es diferéncia del limit en menys de 10%.

Donada la successidé de terme general a, = , trobar des de quin

Resultat: n > 100

Obtenir Lim(i+_.2_+i ¥ s b B
n

n? n? n?
del resultat.

), i observar qué es pot deduir

Resultat: 1/2

Trobar el 1limit de la successid {-g,-f%, .} , 1 determinar

n,, per a €¢ = 0'001.

Resultat: n, = 1186

Escriure els primers termes de la successid que té per terme general:
[1 + (-1)me3jt-2®

B n
Resultat: {-%,l,

+n1+ (-1)7V**, i classificar-la.

1,2,L
6 10

a

1 1

i ,—IZ,4,... }. Successib no acotada
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Successions de numeros racionals

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Calcular lim 2 (1+3+9+27+...+3")

i obtenir n,(e) .

3n+1 + 1
log (%—1 )
Resultat: n, = E =1
o log 3
Escriure el terme general i classificar les successions:
a) {2,-4,8,-16,32,... } Resultat: a, = (-1)™?* 2%, Divergent

1 1 1 1
b) {5 5,5"’2,5 §’5+E"..}

Resultat: b, =5 + (-1)" —21—n Convergent. limb, =5
1 1 1 1
=,3-=,3+=—,3-=,...
c) {3+2 3 3 i 5 }

1
n+il

1}
w

Resultat: c, =3 + (-1)™* . Convergente. lim c,

_1\yn+1
Resultat: d, = : s (21) + (-1)% % No regular. Acotada

Donada la successid {0,2 —%, 15 _24 35 } , determinar a partir

2" 4’ 5" 6"
de quin terme es verifica |a,| > 100.
Resultat: n, = 100

Deduir el limit de la successid de terme, general:
a, = 2+8+14+20+...+(6n"4) i obtenir no(e) per a & = 0’001.
3n?2 +n

Resultat: n, = 666

1+K+2K+3K+...+(n-1)K _

n?-1
Substituint K per el valor obtingut, trobar ny(e) a 1l’aplicar la
definicidé de limit.

Determinar K per a que lim

1
=

1+ 41 - 80e + 646>

Resultat: K = % ;g = E

8 €

P n
Determinar el primer valor de n ¢ N tal que: i, O ¢ L
n n? 108

Resultat: ng = 10% + 1

Calcular el limit de la successidé de terme general:

an=n[(1+%)p—1] (peN ) . Resultat: p
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Successions de numeros racionals

30.

31.

w)

33.

34.

35.

a) Escriure la férmula (n+1)2=n?+2n+1 per a n = 1,2,..,n
i sumant membre a membre les n igualtats deduir que:
1 +2+3+ ... +n=—% (n%2+n)

b) Repetir el procés a partir de la férmula:

(n+1)>=n%+3n%+3n+1 per a obtenir 12 + 22 + 32 +n?.

+

3 2
Resultat: 2n” + 3n® +n

6
2 2 2 2
c) Calcular lim 1" + 2 +i Faza Resultat: 1
3

Determinar p € N* per a que sigui finit no nul:
13 +23+33+ ..., +n?
np

lim

Resultat: p = 4

Calcular lim[i(l + i) + i(1 + —2-) P (1 - E)] . Resultat: 3/2
n n n n n n

Raonar que és regular, la successid de terme general:
1 1

8 T T ot

El.‘..+3_1'+... + Resultat: Si

Calcular el limit de la successid de terme general:
_1+3+5+ ...+ (2n+1) .
Bt o arE .. . + (28 -3) i trobar n,(€) .

3+€+y/9 + 10€ + €

Resultat: n, = E
2€

Deduir que la rad entre el costat d’un triangle equildter i el radi de
la circumferéncia circumscrita no és un numero racional. Escriure els
primers termes d’'una successid que apropi por defecte 1l’esmentada rad.

Resultat: y3 ¢0Q , {1,17,173,1732,...}
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Tema II

EL NUMERO REAL

Demostrar que el conjunt de les successions regulars de nlmeros
racionals amb la suma i el producte és un anell.

Comprovar si sén equivalents les seglients successions:

{3,3/4,3/44,3%44,...,a,,...}
{3.2%5,3/85 3555, ; .cibysvna }
{3,35,345,3%45,...,¢,, ... } Resultat: {a,} ~{c, !}
Obtenir el terme general de la successié: {07,077,0777,...,a,, ...} .
Demostrar la seva equivaléncia amb la successid constant {% }
7 1 7
Resultat: a, = — - =
"9 9 100

Demostrar que les successions de cada parella sén de la mateixa classe
d’equivaléncia i determinar en cada cas el nidmero real que defineixen:

3 7 11 15 a ~[5 5 13 17 b
6’ 11"16" 21" "' "nr 4’9" 14" 19" "R
1 5 21 85 o {3 11 43 171 4
{ 4’ 16" 64" 256" " nr 8’ 32'128' 512" """/ n
Resultat: {a_}~{b }~ 2 ; {c }~{a }~ 1L
= n n 5 ’ n n 3
Donat [a,] = [1,1’4,1/45,1/454,1/4545,...] , determinar una successié de

la classe a™!.

Resultat: a-! = % = [0,0’6,0%68,0%687,0%6875,0%8750, ...]

Sigui el nimero real a # 0, que pot ser racional o irracional. Estudiar
en cada cas quina classe de numero real (racional o irracional) é&s

- i at.

Siguin «,P € R, que poden ser racionals o irracionals, estudiar en cada
cas quin tipus de nimero real (racional o irracional) és a + B.

Idem per «.B.

Donat el nimero real a = [a,] es defineix el seu valor absolut com

|| =[]a,]|]- Demostrar que | @ | és independent de la successid que es
consideri com representant de la classe que defineix «a.
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El numero real

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

10

Obtenir els primers termes d’una successidé de la classe que defineix

J2, idem per /8. Calcular els primers 5 termes del producte d'ambdues
successions, i1 observar quin nimero real defineix aquesta successid i
les de la seva classe d’equivaléncia.

Resultat: 4

Aplicant la definicidé de successié convergent en R, demostrar que:

a) lim = =0 ' Resultat: n, > E .Y
Vo €
1 \a log e
b) lim( = ) =0 Resultat: ny > E| — &
b log =

c) lim B%—l— =2 Resultat: n, > E [ % ]
. n (1 - ¢)?

= R 3

d) lim T 1 esultat: n, > E F = 6l ]

2
— @2
e) lim(yn+1-yn)=0 Resultat: n, > E (%) ]
2

£) lim X2 *1 o4 Resultat: n, > E -
= Je? + 2e

Siguin «,P € R, demostrar les propietats:

la + Blclal+]pl i lae . Bl=lal.Ipl.

Demostrar que en R tota successid convergent és una successidé regular
o de Cauchy.

Demostrar que la successid a, = yn? + 1 - yn és divergent.

Resultat: n, > E[(yK + 1 )?]

Donada la successid Vi - l, V2 + 1, V3 - 1, va + 1,... deduir el seu
VIi+1 2 -1 3 +1 &4 -1
limit i trobar ng(e) .
2
Resultats: 1,n0=E[(% +l) ]

Provar que:

a) lim\/2\/2\/2...\/§=2 ( n arrels)
b) lim\/72+\/2 +y 2 +...+y2 =2 ( n arrels)




El numero real

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

2
Van +yn -y 4n -\

, determinar 1’expressid més senzilla, en funcié de n, del

Sabent que s6n equivalents les successions:a =

—
3n +1
numerador x de la successié {a,}.

i a, =

Resultat: x = 12 n

Essent lim a, = a, determinar en quines condicions existeix el lim 1/a,
i demostrar que si existeix l’esmentat limit és 1/a.

Resultat: a # 0

Essent a, = 2nyn+1 , calcular a = lim a,. Determinar a partir de quin
yo (n - 1)
valor de n és la, - al< e, encara que no sigui el primer que verifiqui
la desigualtat.
Resultat: a = 2

veén (12 + 22 + 32 + | + n? )

Calcular lim TEEE YT Y

i deduir ng(e) .

N 2
Resultat: n, = E| 2 2/8 e +¢€
2/8 € - €

1
1+=-1
Donada la successié de terme general a_ = = , calcular lim a
o 1/n n

i determinar n,(e€) .

1 (1 - 2€)2

Resultats: a == , n, = |—_ 2%/
2 e [ 8€

Donada la successié a, = 1ln ( Yyn?+n-n ), trobar el seu limit i n,(e) .

Resultats: a = ln = , Ny = E 1
2 4e¢ (e® - 1)

nP _n?+ymn+1
n (yn-1) n (yn + 1)

Donat a, =

a) Calcular p = p(n) per a que el lim a, sigui finit.

b) Trobar n,(e), per € = 0/1.
Resultats: p =2, n, = 11

Calcular lim n ( Jl + % - \/1 - % ) i obtenir n,(€) .
2
Resultats: 1, n, = E A
2 /e (e+2)

11
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El numero real

59.

60.

61.

62.

63.

64.

12

n n2 n3 l’l.n
Donada la successié a, = V2 + ¢§_ t}JE— Y ssp ¥ JE—, calcular 1lim a,
V2 + 1
i trobar n,(K) .
Resultat: n, = E el
1n 1+ 1 + 4K?
2K
1
Sigui la successié: {a, } = [2—(1+% +%+... +%)]“° (peN),
trobar el minim valor de p per a que lim {a,} = 1. Per aquest valor de
p calcular ng(e€) .
- In 2
Resultats: =2 ,n,=E|—n————__
P 0 [ln (1 - e)]
Donada la successidé de terme general: a, = 1+21n (2.4.8. ""zn),
1+3+5+ ... + (2n -1)

calcular lim a, i trobar n,(e) .

Resultats: 1ln 2, n, = E[ In 2 + y(1In 2)? + 46]

2€

a) Calcular el limit de la successid que té per terme general:

n

8. = V2 -1
n = 4.

Vi=1

b) Determinar n,(e) tal que la, - Ll<e.
Resultats: —;‘— , Ny = E in 2

In (1L + 2€¢) - 1In (1 - 2€)

Demostrar si es cert o fals:
a) Tota successié de numeros racionals convergent és acotada.

b) Tota successidé de nameros racionals regular és convergent.

Calcular linl[J n+1- V n? + 1].
Resultat: 0

a) calcular lim|1nf1+ = + L + L1 + .+ L1
2 4 8 gosl
b) Determinar ny(e€) , al aplicar la definicié de limit.
- 1n (1 - J% )
Resultats: In2, n, = E =

In 2



65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Tema IIT

TOPOLOGIA EN R

Donats A, = { % ,Vn e N‘} i A= { 1 - % ,Vne N‘} , estudiar possibles

majorants, minorants, cotes, maxims i minims.

Resultats: Major. Minor. Cota Max. Min.
A | 0 1 1 3
A, 1 0 i | 0

Sigui A cR, A # 2 un conjunt acotat. Demostrar que entre les majorants
de A, existeix una que es la menor (extrem superior de A).

Demostrar que si AcR, A # ¢ té maxim, aquest és dnic.

Estudiar si sbén oberts o tancats els conjunts:
A = (1+i,1+i)iA2=n(-i,i)_
neN* 8 h n €N* n =
Resultats: A, obert, A, tancat
Mltjancant les lleis de Morgan, demostrar que la unié de dos conjunts

tancats és un conjunt tancat i que la interseccié de dos conjunts
tancats és un conjunt tancat.

Estudiar quina conseqiéncia es dedueix de la unié dels infinits
. 1 4 1 1 1 1
ts tancats: | =, = =, = —
g [+3]U[s%]VU[ 5]V
Idem per la interseccié dels infinits conjunts oberts:
1 1 1
(_111)n(_113)n(“1:?)”(‘1,;)“ ......

Resultats: ( 0, 1/2 ], no és tancat; ( -1,0 ], no és obert

Estudiar si sén tancats els conjunts:

={x€eR,|x-1|+|x-2|>1} Resultat: No

={x€eR,|x?-3x-4]|+x?-3x-4=0)} Resultat: Si

A, ={x€R,l L Izl (x#—l)} Resultat: No
X + 1

Demostrar que si A C¢ R, té un nuimero finit de elements, és un conjunt
tancat.

13
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Topologia en R

73. Estudiar si es aplicable el teorema de Bolzano als segiients conjunts:
A, =N Resultat: No (no acotat)
A, ={1,11,0%,1%01,0/99,1/001, 0’999, ... } Resultat: Si
A, ={x€eR, E[x] =x Resultat: No (no acotat)
a, ={-0,0/9,-0/99,0/99,-0999, 099, ... } Resultat: Si

74. Demostrar que la successié de terme general a, = n\/+ﬁ1 é€s mondtona i té
limit.

Resultat: L = 0

75. Demostrar que el limit de la successid:
a, = 1 + 1 + 2 + ... 4+ 1 esta en l’interval [0,1].
B 1+n 2 +n 3+n n+n
76. Sigui I el conjunt dels nimeros irracionals de 1l’interval [0,1] C R

Determinar el seu conjunt derivat. Raonar que I no és obert ni tancat.

77 Estudiar les consequiéncies que es poden deduir, en relacidé a la
possible convergéncia de les corresponents successions, a 1’aplicar el
teorema de Bolzano als conjunts:

A, ={% ,VEN’} Resultat: P. a. = {0}; lim A, = 0
A, =152 vene Resultat : = ; 1i -
. = —— esultat: P. a. = {0}; 1lim A, = 0
A, ={ (-1° 2 v eN‘} Resultat: P. a. = {-1,1}; Alim A,
A, ={ 1+ (-1)m] nz‘;l Ve N‘} Resultat: P. a. = {1}; Alim A,
78. Raonar si pot aplicar-se el teorema de les successions mondtones a la
successibé de terme general: a, = £ S + L PR S —
n? (n+1)? (n+2)? (n+n)?
Resultat: Si, mondtona decreixent i acotada
79. Donat el conjunt A c R definit per:
A={(—1)" 2l ,VnGN‘}U { =2 ¥,
n 2
a) Trobar Sup A i Inf A, estudiant la possible existéncia de maxim
i minim.
b) Obtenir D(A) .
c) Estudiar si 3/2 es un punt interior de A.
Resultats: a) Sup A = 2, Inf A = min A = -2 b) D(A) = {-1,1}U[3/2,2], c) No

14
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Topologia en R

80.

81l.

82.

83.

84.

85.

Obtenir per a n - « els seglients limits:

3n

a) lim(?‘n—“'rl)n b) 1im(M)3“ &l 1im(_6n_‘_5_)7
2n 4an 6n
2 2n? _ n
d) lim(n—zg.) e) 1]'_m(n+2)‘/E £) lim(ﬂ—l)
n n+1 ‘/ﬁ

Resultats: e5/2, %14, e5/4, ¢4, 1, 0

Donat el conjunt A c R, definit per: A = (0,1] U{ nzjll , VnGN‘},

determinar D[(AUD(A)] i D[AND(A)], essent D(A) el conjunt derivat
de A.

Resultats: [0,1] U {2}, [o0,1]

a) Demostrar que un conjunt és tancat si i solament si conté tots
els seus punts d’acumulacid.

b) Determinar si és tancat A = (0,2] U{ (-1)» -2?111% , VneN }

Resultat: A no tancat

a) Suposat A c R definir: punt interior i conjunt obert.
o (-1)m . . .
b) Sigui A = T ¢ VneN;UTI[0,2]. Determinar interior de A,

i si A és obert o tancat.

Resultat: A = (0,2), A tancat

Determinar 1l’interior, l’adheréncia, el derivat i la frontera de els
segiients conjunts: Z, Q, I =R - Q, R, A = (0,1) U (1,21 c R.

Resultats: Z =0, Z =2, Z' =9, fr(z) =2

O=0, 0=R, Q9'=R, fr(Q)

R
I =2, T=R, '=R, fr() =R
R-R, R=R, R =R, fr(R) = o

A=(0,1)U(1,2), A =1[0,2], A’=[0,2], fr(a) =f{o,1,2}

a) Definir, en la topologia usual de R, entorn d’un punt.

b) Determinar si els seglents conjunts sén o no entorns de 0 en la
topologia usual de R:

’

a=o, 8= U (-§.5) c=01. 0= (-

n € N*

g
=Y

Resultats: No, si, no, no

15



Topologia en R

86. a)

b)

16

Demostrar que en R tota successidé mondtona i acotada té limit.

Raonar si pot aplicar-se la propietat anterior a les seguents
successions de terme general:

- n
an - Dz ( 1)41
n+ (-1)*°
Resultat: No: Acotada pero no monotona. lima, =1
1 il 1
=1+ =+ =+ ...+ =
By 2 3 n
Resultat: No: Mondtona creixent no acotada
c, = 1 + 1 + 1 + ...+ 1
R n+1 n+2 n+3 n+n

Resultat: Si: Mondtana creixent i acotada. limc, =1n 2 < 1



87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Tema IV

EL NUMERO COMPLEX

Comprovar que 1la multiplicacié de complexos té les propietats
commutativa, associativa i distributiva respecte de la suma.

Calcular:
= (2+1)3.(3 +1)? 5 - 1)2. 41 « i)® - 14 - 51
z, = ( )2, ( )2+ ( )2. (1 + i) z, = 2>
Zy = (5 + 3i)3 Z, = (3 -21i).(1 + 3i)3 Zg = (=5 + 51):(4 - 3i)
i +3i2%2+4i3 +44 435 .
Zg = 1+ 1 z, = (2 + 1)1

Resultats: z, = -78 + 1681 , z, =1 -4i, z, = -10 + 198i

; 7 1. 1 1. .
z4=—114—21,zs=—§+gl,zs=3+31,z7=—7+241

Demostrar que:

a) |2y v 2| |2y *]| 2, b) |z -z |22 | - |2

Demostrar que:

=15 si |z,|#0=2z,#0

a) |2y - Z| =2, ]2, b)
| %2

Suposat z = X + yi, deduir el significat geométric de cadascuna de les
seglients condicions:

a) |z-2i|=|z - 3| b)z+%€k
Resultats: {6x -4y =5}, {x2+y2=1}U{y=0)

Obtenir el lloc geométric dels punts que sén afixos dels complexos tals
que:

a) z+z=1 b) z+2Z =22
Resultats: x = % , X2 +y2-2x=0
Interpretar geométricament la condicid: |z +31i|+|z-31i|=9.
Resultat: 4X2 , 4y? _
45 81

Calcular dos complexos sabent que la seva diferéncia és un ndmero real,
que el seu producte val 1 + 3i i que la part real de la suma val 3.

Resultat: 2 +1 , 1 + 1

17
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El nimero complex

95.

96.

97.

98.

99.

100.

301.

102.

103.

104.

105.

18

3 —2%1
B 4 - 3i
bisectriu del primer quadrant. Idem per a que estigui en la bisectriu
del segon quadrant.

Determinar x per a que l’'afix del complex estigui en la

Resultats: x = il ;X = 21
14 2
20
Calcular ( —%— + g i) , expressant el resultat en forma bindmica.
Resultat: —% +§ i

Resoldre l’equacié: x3? - 641i =0.

Resultat: 2y3 +2i , -2¢y/3 + 2i , -4i

Trobar les solucions de ( -1 + i )!/3, expressant els resultats en forma
polar.

Resultat: VZ .. , VZ 165 + V2 sase

Demostrar que i—% (x €R) és un complex de médul 1. Si ¢ és el seu
argument, calcular x en funcid de ¢.
Resultat: x = + - C0S @ _ 8inp
sin ¢ 1 +cos ¢

Raonar que el conjunt dels complexos de mddul 1 forma un grup
multiplicatiu.

Demostrar que la suma de les solucions diferents de:
YI (neN, n>1) és zero.

Essent cos a = 1/4, calcular cos 5a.
Resultat: 61/64

3
Calcular V( -1 + /31 )%, expressant els resultats en forma polar.

Resultat: (8 3\/?) 40° (8 3ﬁ) 160° 7 (8 3&) 280°

Calcular [2( cos 6° + i sen 6° )]°/2, expressant els resultats en forma
polar.

Resultat: (4 y2),c , (4 V2),4s

Obtenir les solucions de 5 1 , expressant-les en forma bindmica.

V-2

1 " 1

Resultat: + i

o
9
W)
»
¥
w
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El nimero complex

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

Resoldre 1l’'equacié x* + 13x2? + 36 =0 i representar graficament les
solucions.

Resultat: x, =3i, x, = -31 , x; =21, x, = -21
B
Escriure en forma bindmica el complex z = 11 T
. = 1 1
Resultat: =z Sar/? + il

1 -1
V2

i imaginaria del valor principal de z® , Vz.

Donats els complexos z = , @ =3 - 41 determinar les parts real

=
Resultats: e’® ( V2 —‘Ei ) , e B (cos 21x i sen 21% )

2 2 100 100

Utilitzant la férmula del canvi de base, calcular. log, z, essent

z = % + gi , ® = —‘g + iz—z—i. Considerar solament valors principals.
Resultat: 4/3

3 4
= . sz ‘g s 4 -
Calcular \J 2 ( 1+ 1+1+31 :L+—li ra +3 ) i expressar els resultats

en forma bindmica.
Resultat: 2z, =1 +31i, z,=-2, 2z, =1 - /31

Resoldre l’equacid: e?2 + (3/3 -i)e?+ (6-2/31) =0, (z € C).

Resultat: z;, =1n ( -/3 +1i) , 2z, =1n ( -2/3 )

Calcular el logaritme neperida del producte de les solucions de

V2 (V2 -v2i)°

Resultat: 1ln 32 + wi

Trobar z € C tal que cotg z = 1 + i.
Resultat: z = % arctg 2 + kn - % In 5

Resoldre, utilitzant logaritmes principals, l’equacié:

1 + i
nVEr s = (1 +,/3i)cesz, Resultat: z =

wla

Don::ttelcomplexz:1\&S?HX+}COSX (x€eR).
1 +sinx -1 cos x

a) Expressar-lo en forma bindmica.
b) Determinar x € R per a que Arg z = x.
T

Resultats: z=sinx+icosx,x=—4—+kn (keZ)
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El numero complex

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

20

Donat z € C, que compleix cos z = 2.

a) Determinar z.
b) Calcular cos 2z i cos 3z.

Resultats: z =2kn -1 1n (2 +/3 ) , cos 2z =7 , cos 3z = 26

Donat z € C. Demostrar que cos 2z =cos?z - sin’z i com aplicacié
resoldre l’equacié: 1 + cos 2z = 3 sin?®z + cos?z.

Resultat: % + 2km , '§6£ + 2km , 7—6“ + 2km , 11z

+2kn (ke€eZ)

Suposat z € C.

a) Resoldre, utilitzant logaritmes principals 1’equacié:
i(iz)t=e"2,

b) Calcular sin 7z.
1 -e?"

Resultats: z =1 +1i , sin nz =
2e™

Trobar z € C tal que sin z = ch 1.
Resultat: z =n/2 +2kn +1i (keZ)

a) Determinar el lloc geométric dels complexos z = x + yi que
verifiquen l'equacid |z +1|=y2 |z +1|.

b) Trobar els complexos de mddul 1 que pertanyen al lloc geométric
obtingut.

Resultats: a) (x-1)%2+ (y+2)2=4,Db) (1,0) i (-3/5,-4/5)

a) Demostrar sin’? z + cos? z = 1.
b) Resoldre 1l’equacid en C: sin z + cos z = 2.

Resultat: z =7n/4 +kn - i 1lny3 + 2/2

sin 2x + i sh 2y

Comprovar si és certa o falsa l’igualtat: tg z =
P gu g cos 2X + ch 2y

Resultat: Certa

Resoldre 1l’equacid: cos?z = -sh?1 (z e C).
Resultat: z=(2k+1)%ti (keZ)

k=25
i

a) Trobar z € C, tal que z % =eT

k

b) Calcular z? , 3‘/'z'.

Resultats: -e™?2j, -e",{e"/si,—ge"/ﬁ _ %e“/ei,ge“/s 5 %eu/si}
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El nimero complex

125.

126.

127.

128.

129.

Comprovar si és certa o falsa 1l’expressidé sin 2z = 2 sin z cos z,
i resoldre 1l’equacid sin 2z = cos z.

51

Resultats: Certa, % + Kmt, % + 2Km, + 2Km

Sigui z € C, resoldre l'equacié: 2z z + (1 +1i)Z+ (1-1i) z+1=0.

Resultat: (-1/2,-1/2)

Resoldre en C l’'equacidé: 1 - i sin z = cos?z.

Resultat: k=m, 2kn - i 1ln (y2-1), (2k+1)m - i 1n (y2+1) (k€ Z)

N

Donat z = r,. Calcular o =( 72 + = i ) V-1 z expressant les solucions

en funcidé de r y a.

Resultat: w, = r(a_;_“) ; Wy = r(%_a)

Resoldre el sistema: |z +1-1i|=|3+2i-2z|=|z+1i|] (z€eC).

7 5 .
Resultat: z = — + =
5 6

21



130.

131.

Tema V

FUNCIONS, LIMITS I CONTINUITAT

Determinar el domini de definicié de les funcions:

a)

b)

c)

d)

e)

£)

y = 1n sin x

y =1ln(sinx +1)
y =Ix| VX -Tx]

y =[x - E(x)]?

y = arc cos 2+xx
y = arc sin(ln%)

Resultat: {x € R, 2kn<x<(2k + 1), k € Z }

Resultat: R—{xER,x=3—2“ +2kn, ke Z}

Resultat: [0, =)

Resultat: R - Z

Resultat: [-1/3,1]

Resultat: [1,e?%]

Representar graficament les funcions:

a) y=|x| b) y=|x|+x c) y =2% d) y =xY2 (x>0)
e) y =2l f) y=21xI g) y = 28 h) y = x2 (x#0)
Resultats:
g
LY s s /
a b c
S“\.\ N T
d e B
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Funcions, limits 1 continuitat

132.

133.

134.

135.

136.

137.

24

Determinar les funcions inverses de:

a) vy =£f(x) =a* (a>0, a#l) Resultat: f-1(x) = ln x
1n a

- - ax+b -da . gl . b -xd

b) v = g(x) — (x# C) Resultat: g™1(x) g
c) y=h(x) =2 +yx+1 (x>-1) Resultat: h1(x) = (x -2 )2 -1
d) v =k(x) =1 +e¥x+2 Resultat: k-1(x) = B ““31) -2

Obtenir les funcions inverses de les funcions hiperbdliques

X _ -X
a)y=shx=% Resultat: y =argshx =1n ( x + yx2 + 1)

X =X
b) y=chx=%(x 2 0) Resultat: y =argchx =1n ( x + yx2 - 1)

c) vy

X _ =X
thx = S_—C Resultat: y = argth x = 1n = ¥
eX +eX 1-x

Calcular els limits:

2 _ 2 3
a) lim -X- -2 b) lim -8¥X~ *+1 c) lim —2¥X°
x-= 4X3 -1 x+= 5x2 - 3x x-= X2 -1

Resultats: 0, 6/5,

Calcular els seglents limits:

2 _ _ 3 _
a) lim X" ~—X-2 b) lim X_ - 4X+*+3
x-2 X% +3x - 10 x=-1 X2 +4x - 5
3 _
c) lim X -8 d) 1lim ¥X*2 e) lim ¥YX * V2%

x-2 X% -4 x=-2 J4 - x?2 == JJx - /2%
Resultats: 3/7, -1/6, 3, 1/2, 1

Estudiar els possibles punts de discontinuitat de les funcions:

3 _ il
a)y:x_z__ﬁ b)y:#.
x% -9 3 -yx2+5

: X + 1 . X + 1

c) y =sin ——— d) y =sin ———
x3 -1 x% +1

Resultats: 3: evitable, -3: 2" espécie;
2: evitable, -2: evitable; 1: 2" espécie; continua.

Obtenir els limits laterals en x = 0 de les funcions:

1 # 2=
3+21/x

_ 1 =
a)y——3——+—£—1—/; b) y =

Resultats: 1/3 esquerra i 0 dreta, 1/3 esquerra i 1 dreta.
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Funcions, limits i1 continuitat

138.

139.

140.

141.

142.

143.

0 la discontinuitat de:

Estudiar si és evitable en x

- A 1f
1-2"7 b)

2 — & _ 1/x% - o-1/x?
1+ 2% (1-x) c) y=e

a) y = y

Resultats: No, si, si.

ln 2
ln(i—l)
X

discontinuitat de la funcid obtinguda.

Trobar la funcié inversa de y = , 1 estudiar el tipus de

Resultats: f1(x) = —21—/;1—1; x = 0: 1" espécie.
+

+3

Calcular: a) lim X+ 1\ b) lim!M)x

X = o X—l 5X
1
_1 —
c) lim (=X )" d) lim (1 +x )/ e) lim (3 -x)*-2
xesw | X #1 x -0 X -2

Resultats: e?, e?/5, e1, e, e™?

Trobar els infinitésims, més senzills, equivalents a:

a) (—%-}-{——) pera x -0 b) tg(1 -x) pera x -1
1+ x?
c) (1 -cosx) pera xXx-0 d) (tgx -sinx) perax -0
e) (lnx) pera x-1 f) (tg2 5—5—2) per a x = -2
2 3 2
Resultats: 2x, (1 - x), x2 . XT, (x - 1), M
& =

Demostrar que si a un infinitésim o(x) per a x»a se li suma o resta un
altre infinitésim R(x) per a x»a , d’ordre superior a a(x), s’obté un
altre infinitésim equivalent a a(x).

Calcular els seglUents limits:

2 i - 2
a}l Tim Sx. arcsin x/3 B 1im 3 (cosx - 1) cotgzi
x-0 sin?2x cos x x =0 tg?x 2
cj Lim —% arctg x/2 d) lim COSX - cos2x
x-0 (sin 2x)? cos x X =0 1 - cosx
: 1
(x? - 4) sin N
e) lim X -2 £) lim 16 (1 - cosXx)
e 2x + 1 x =0 3x? tg?x
. B : ~ . ST
g) lim (\/323 1) 2Sln (x - 1) h) 1lim YI - COSX
x -1 X* = N° « X+ 1 x =0 tg x

Resultats: 0, 3, %, 3,

N
WIN)
PN
SIS
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Funcions, limits 1 continuitat

144. Trobar els infinits equivalents (en la forma més senzilla) a:

a) (cosecx) pera x-0 b) (cotgx) pera x -0
2X
c) Yyx + J/X pera x = o d) per a x - 1
x3 +x%2 -5x +3
Resultats: =, L, K, —
X X 2 (x -1)2

145. Demostrar que si a un infinit o(x) per a x - a se li suma o resta una
constant o un altre infinit #(x) per a x - a , d’ordre inferior a a(x),
s’obté un altre infinit equivalent a a(x).

2 2 _
146. Calcular: a) lim — 2 Cosec” x b) lim —X-*2Xx -1

X =0 3xtg3(%~ ) o2 x f9x2 +x + 1

1 J—\/_ ( 2 1) 1 X2 Sil’li
e) Tim SBYEZVE d) Tim %2 B e 1 —
X -~ o In x x-= x In (x2 + 1) X = o 2x -1

Resultats: 2/3, 1/3, 1/2, o, 1/2

147. Estudiar a quins tipus corresponen les discontinuitats de:
_ X =1
y 21/x 4 ox/x-1 :

Resultat: x = 0: 1" espécie, x = 1: evitable.

ds

148. Donada 1la funcidé vy = , deduir la seva funcidé inversa

3
1/1n (i = 1)
X
i estudiar les discontinuitats de 1’esmentada funcié inversa.

1

Resultat: f1(x) = ——=, x = 0: 1" espécie.
1+ et/®
L etd 1/x
149. Donada la funcid y = ,| —— .
2 + etd 1/x
a) Trobar f' b) Domini de f c) Discontinuitats de f'.
Resultat: f1(x) = 1
2
arctg 1ln —2X7
‘ g =6t

(-1,1) -{o0,+/3/3}; x = 0: evitable, +/3/3: 2' espécie.

150. Determinar, si existeixen, els punts de discontinuitat de la segiient
| X |

funcidé: f(x) = =1 .
elx-11

Resultat: Es continua, per ser la composicié de funcions continues.

26
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Funcions, limits i1 continuitat

151. a) Estudiar la discontinuitat en x = 0 de les funcions:
f(x) = 18in1/x| oy =|w| h(x) = Lsinx|
X
b) Definir adequadament en x = 0 la funcié que té discontinuitat

evitable, per a que sigui continua.

Resultat: x = 0 2" espécie, x = 0 evitable, x = 0 1" espécie

|22 | six.o
g(x) = X
1 six=0
X
152. Donada f(x) = arctg e X-%/2 |
a) Deduir f1.
b) Determinar en (0,7/2) les possibles discontinuitats de f'(x)
i indicar, si procedeix, el tipus de discontinuitat.
Resultats: f£-1(x) = ® ln tg x ; arctg e: 2% especie

2(ln tgx - 1)

153. Estudiar les discontinuitats de la funcid y = ( 1 + el/x )e™/*,
Resultat: y(0*) =1, y(0°) =e, x = 0: 1" espécie.
i i . o 1
. = ! Punts de discontinuitat de: = —\
154 Sigui A { un a et v tg 1/x}

Trobar A’. ¢ Es A un conjunt tancat?.

Resultats: A-—-{O}U{kzn ,keZ};A’={O};Si

27
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Tema VI

FUNCIONS DERIVABLES

Calcular les seguents funcions derivades:

-1 2
155. =x-21n(x+1 =X Ne_ &
y ( ) yre=— Re1)?
156. y=(4x2%-1)1ln x y/= 4X7-1 ,8x 1n x y”=12+i2+81r1 X
X
2_ 3
157. y=5xyx3-1 1z 10X -5 no__10x3-15x
x2-1 (x2-1) yx2%-1
e 1% I—__ 1 _a1/x no 2X+1 _1/x
158. y=e y xze v = e
159. y=tg?x In2tg X . 2+4sin’x
cos?x cos®x
_1 .1 5. 2 % n_ 6+2%
AT YT T
2
161. yz(x2+5)3/2 yl_3x %x2+5 y//= 6X4+15
Vx2+5
163. Ys—t y/= 1 /= 2% YxZ+1-2x2-1
x-yx2+1 (x-yxZ+1)Yx2+1 (x-yxZ+1)* (x2+1)3/2
163. y=1pYax’+i+l ylee =1 e 2ax?+1
X 2 2 2 2
X Yax?+1 x2(ax?+1)yax?+1
164. y= XM ylae =1 s 2x+1
x-1 (x-1)yx2-1 (x-1)2(x+1)yx?*-1
2 y_ -4 cos 2x
. = t X /= - e S
165 y=1n tg y =1n 5% vy e
166. y=y/1+tg?x y/=8inx y/=1*sin® x
cos? x cos?® x
1-x2 . X2%2-2 iy 2x%-9x%?%+6
167. vy-= e T e yl=_2X"-9X°+6_
Y T 337 52 X4 (1-x2)3/2
1+X / 2 /i 4x
168. y=1n y'= yl=__4%X
y 1-x 1-x2 (1-x2)2
169. y=ecosx y/=-sinx ecosx y /= (sin?x-cosx) ecosx
170. y=—2= R S I 3x
V1-x2 (1-x2)y/1-x2 (1-x2)2 J1-x2
1 1 1+x sin%
171. y=1ln cos— y/=_2tg_ y/=-
x x4cosz L
X

29
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Funciones derivables

172.

173.

174.

175,

176.

177.

178.

179.

180.

181.

30

y= 1-x y/: -1 y//= 1-2x
1+x (1+x)y1-x2 (1+x)2(1-x)y/1-x2
% cos%ﬂcsin%
y=xtg>+2 lncos—}zE yl= = v /=
2 2cos2X 2cos’3X
2 2
-1 2 s / 1 8x n_ 8X3+7x2+10x+7
y=—————-1n(x?*-1) V= = y'=
2 (x+1) 2(x+1)?2 x?2%-1 (x+1)3(x-1)2
Trobar el punt en que la tangent a la corba y = x’ en el punt (1,1)
talla de nou a la corba.
Resultat: (-2,-8)

Obtenir 1l’equacidé de la recta tangent a la corba y = ¢e17x en el punt en
que 1l’abscissa x, anulla a la derivada segona, expressant el resultat

en forma explicita.

Resultat: y = —% X - —12
e e

x2 six =20
-x? six <O
derivable per a tot valor de x, i obtenir una expressidé Gnica per la
seva derivada.

Donada la funcidé definida per £ (x) ={ , provar que f(x) és

Resultat: f/(x) =2|x|] Vxe€eR

i3 six=#0

Donada la funcié f(x) =4{ 1 +e'/* , obtenir la seva derivada
0 six=0
per a x = 0 i estudiar la diferéncia segons sigui Ax positiu o negatiu.

Resultat: f/(0*) =0, £f/(0°) = 1. No derivable en x = 0.
Deduir 1’equacié de la tangent a la corba y = ( x - y1 - x? )2 en el punt

d’abscissa x, = 0.
-2x + 1

Resultat: y

8a?

Trobar 1’angle que formen les corbes: x2? = 4ay , y =—————
X2 + 4a?

Resultat: o = arctg 3

X arctg 2 six#0
Trobar la derivada de la funcid f(x) = X en x = 0,
0 six =0
segons que Ax-»0 per a la dreta o per a la esquerra.

Resultat: f/(0*) = % , £/(07) = -2
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Funciones derivables

182. Obtenir en x = 0 les derivades de vy, =x'?, vy, = x?? observant la
diferéncia segons sigui Ax positiu o negatiu.

Resultat: y,(0*) = +m , y/(0°) = += , yJ(0*) = +» , y/(0") = -w
183. Trobar l’angle que formen les corbes Yy = tg X, Yy = ctg x en un dels
seus punts de interseccid.

Resultat: o = arctg |-4/3]

184. Deduir les derivades de les funcions y = arc cosec X, y = arc sec X

Resultats: -1 " 1

X yx? - 1 X Yx?% -1

185. Determinar els punts de la corba y = 2 sin x + cos x en els quals la
recta tangent té pendent nulla.

Resultat: x = arctg 2 + km, k € Z

186. Suposat x = 1 y dx = 0’1, calcular Ay i dy per a cadascuna de les
seguents funcions:

a) y=x?+x+1 Db) y-= c) y=2% d) vy =1nx

x|k

Resultats: a) 0’31, 0'3; b) -0’091, -0’1; c) 0’143, 0'138; d) 0’095, 0’1

187. Comprovar que D

/ 2 -
ey g ASE_* o Ve = 1 (c>0) .
v X x yJax? + c

188. Demostrar les igualtats:

D“sinx=sin(x+n%) i D“cosx=cos(x+n%).

189. Un far giratori estd a 1 Km. d’una platja recta. Si la velocitat de
rotacid del far és d’'una volta per minut, calcular a quina velocitat es
mou la llum sobre la platja quan el raig de llum forma amb ella un
angle de 45°.

Resultat: 753’6 Km/h.

190. Un home avanga a rad de 8 Km/h cap el peu d’una torre de 60 m. de
alcada. Determinar la velocitat amb que s’apropa al vértex de la torre
quan es troba a 80 m del seu peu.

Resultat: 6’4 Km/h.

191. Calcular el maxim i el minim absoluts de cadascuna de les funcions:
a) f(x) =3x-x> i b) g(x) = (x?+1) |x%2-1] en 1’interval [0,2].

Resultats: x = 1 Max. X = 2 Min; x = 1 Min. x = 2 Max.
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192. Obtenir els extrems absoluts de la funciéd:

. . Ton
= sin?x +|sinx| en| - —, = |.
y=s | | [ : 2]

Resultat: Max. en —% i %, Min. en 0O

193. Estudiar si es aplicable el teorema de Rolle a la funcié:
f(x) =|sinx| en 1l’interval [0,27].

Resultat: No.

194. Raonar si es aplicable el teorema de Cauchy a les funcions:
f(x) = 1n (x + 1) , g(x) = x* en [0,e].
Deduir el punt m € (0,e) en que es verifica, en el cas de que el

teorema sigui aplicable.

2e?
In (e + 1)
2

-1 +\l+

Resultat: Si, m =

195. Obtenir:

a) 1dwi tg X - X b) 1im ln x c) 1lim SOS X - cos 2X
x-0 X - 8Sin x x-1 1 - X X -0 1 - cos x
_ oyt _ : - &1
d) lim 1 X e) lim 1 CcOoSs X £) 1lim sin X sin a
x=i J1DX x-0 X 1n(l + x) x-a COS X - cos a

Resultats: 2, -1, 3, -4, 1/2, -ctg a

196. Obtenir:

x + sin x ln x + sin x

> .
gl  Bim S —etiL L b) lim c) lim
x-+= €% + cos X x-o X + COS X x-+e 1N X + COS X
Resultats: 1, 1, 1
197. a) Calcular la derivada de la funciéd:
1+ x

f(x) = arctg

-arctgx (x#1).
- X

b) Segons ‘el resultat anterior, obtenir la grafica de
1 +X

1l =X

indicant la propietat que s’utilitza.

g(x) = arctg a partir de la grafica de y = arctg x,

n/4, glx) =arctgx + n/4

iy - . (x) (
Resultats: £’ (x) = 0 ( %=1 ); {f(x) “3n/4, g(x) = arctg x - 3n/4 (

Asimptota: y = - m/4
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198.

199.

200.

201.

202.

203.

204.

Aplicant el concepte de diferencial, deduir les fdérmules aproximades:

1n (x+Ax)=lnx+£,‘/x+K ~‘/'}E+£.
X 2‘/)_(

Calcular els seguents limits:

a) 1im 3IS €08 (1 - x) b) 1im( 1 )1“"
x=-0 ‘IZX_XZ X -1 X -1
. sin X - cos x . 3/x?
2
c) xlﬁlr; e o d)—}%xg (cos 2x)
; 1 1 : tg 2x
Bt LA | e ~ = f) lim (tg x)
x-0 sin? x % R}
4
) lim ( cotg x )sinx h) 1lim In x | t/x
g )
x_o’ X = 4+ o x

Resultats: 1, 1, -V2/2, e% 1/3, 1/e, 1, 1

a; + a, &aXx |V
Calcular: lim( 2 2 = X ) ; Resultat: a,a,...a,
x -0
a) Calcular 1lim S0S8 X In(x - a) (a €RY) .
x-a* 11’1 (e X - e a)
b) Per a quins valors de a sén equivalents els infinits del

numerador i denominador, quan x - a‘* ?
Resultats: cos a ; a = 2kn (k € N)

" . . , . 1 1+1/x
Determinar si existeix: lim 8in 2x ) 5

X =0
Resultat: Dreta + o, esquerra 0
Calcular: a) lim (e3* - 5x )/* b) lim (e3* - 5x )/*
X = x-0

Resultat: a +w: €, a -w: 1; 1/e?

Calcular els seglents limits:

2 _ -
a) Ty = SERK b) lim XV3 -3V
x-0 e*+e™* -x°-2 x-a J‘_ﬁ
J z _
gl Tim A LR 8 d) lim('n:—x)tg—)E
x-0 Jx + b2 - Db X - ® 2
o) 1limf =X - 1 ) £) lim x tox
x-1\ x -1 In x & G
g) 1lim Y2t (x - 1) h) 1lim X (@* -Db%
x -1 Sinq/‘/_-l x-0 Sin x tg x

Resultats: 2, a, b/a, 2, 1/2, 1, 2, 1ln a/b
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