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Tema  I 

SUCCESSIONS  DE  NÚMEROS RACIONALS 

1. Calcular els valors  de  x que verifiquen cada igualtat: 

a) 1 x - 7 1 = 5 Resultat:  A  = { 2,12 ) 

b) 1 x 2  + 11 = 17 Resultat: B = { -4,4 } 

c) 1 x 2  + 3 1 = 2 Resultat: C = o 

d) Ix (x + 1) 1 = 6 Resultat: D = { -3,2 1 

e) x 1 = 2 
Resultat: E = { -2,--- } 

x + 1 1 3 

2 

= 4 
Resultat: F = { -2-2{1,-2+24,2 } 

2. Concretar els conjunts: 

A={xEQ,x+IxI>0) Resultat: ( 0, +00 ) n Q 

B={xEQ,x-IxI<O} Resultat: ( -00, O ) n Q 

C={xEQ,x-Ix1=0) Resultat: [ O, +00 ) nQ 

D={xEQ,x+Ix1=0} Resultat: ( -00, 0 ] n Q 

E = {3ce.Q ,
1 x-11 =  x-11 Resultat: Q-  [ -1,1 ) 

x + 1 x + 1 

F=IxEQ,Ix2 -x-21=-x2 +x+2) Resultat: [ -1,2 ] n Q 

3. Resoldre les equacions: 

1 ( x + 2 ) ( x - 3 ) 1 = 6 Resultat: { -3,0,1,4 1 

1 x2  - 2x - 8 1 = x + 2 Resultat: { -2,3,5} 

4. Resoldre les inequacions : 

x I < 5 Resultat: ( -5,5 ) 

x I 5 Resultat: [ -5, 5 1 

x + 1 I > 3 Resultat: ( -00, -4 ) U ( 2,-4-00 ) 

x + 1 I 3 Resultat: ( -C4', -4 ] U [ 2, +00 ) 

x 2  - 4 I > 4 Resultat: ( -00, -2/2-  ) U (  

x 2  - 4x + 3 i 3 Resultat: 1 O , 4 1 
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Successions  de  números  racionals 

5. Suposat  e  > 0,  e  arbitràriament petit, i n  E  1r, aillar n  en  funció  de 
e  en  les  desigualtats: 

1 I n _ li<  e Resultat: n >  —
e

 - 1 
n + 1 

11+ 3 -1 1<e Resultat: n > —2 - 1 
n + 1 e 

1

 n2  + 2 _ 1 <  e Resultat: n > /1  e 
n2 + V  e 

I 4n2 /2 +  e _  2 <  e Resultat: n > 
I 2n2  - 1 V 2e 

6. Representar  gràficament  les  funcions: 

a)  y  = 2x + x - 1 b) y=lx+ 1 I+Ix- 1 I 
Resultats: 

7¿ 

a 

7. Estudiar  l'estructura  algebraica  del  conjunt  de  successions nules  en  Q, 
amb  les  operacions d'addició i multiplicació. 

Resultat: (SN,+,.) Anell Commutatiu 

8. Obtenir els primers  termes  de  les  successions  que  tenen  per  terme 
general: 

(-2)n an = Resultat: {1,-1,1-1,1,-1... 
-2n 

b = Resultat: n3-1 7 26 63 124 n  
n2+(-1)'*1 1 3 10 15 26 

[1+(-1)n1 2 1 1 c = Resultat: 
2n 

(-2)n+n
2
(-1)n~1. 3 7 15 dn= Resultat: 1, ---4-, 

-  
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Successions  de  números  racionals 

9.  Estudiar  l'estructura  algebraica  del  conjunt  de  les  successions 
acotades, amb  les  operacions + i . 

Resultat: (SA,+,.) Anell commutatiuunitari 

10. Determinar  el  terme  general de  cadascuna  de  les  següents successions: 

I 1 3 5 7 9 2n-1 
a)  1 -1' 8' 11' 14' 17'''' } Resultat:  an= 

3n+2 

1  1 2 6 24 120 (n+1)! 
b' 1 6' 24' 120' 720'''' 1 Resultat: 

b(

 

(n+2), 

1  f 2 5 8 11 14 3n-1 
c'1 2' 5' 10' 17' 26'''' } Resultat: cn= 

n2+1 

1  I 1 2 3 4 5 
} 

n Resultat: dn= d'1 8' 16' 32' 64' 128' 2 2 

( 3 1 1 3 5

 

e)1 ---i'--17'',Fg-'11-(5-' 242 '"' } Resultat:  en=
 2n-5 
3n-1 

f)f 1 _ 1 1 _ 1 
} Resultat:  fn=  

1 2' 2.4' 2.4.6' 2.4.6.8'.— 2n! 

g){ 5/8,5/98,5/998,5/9998,— } Resultat: gn  =6 - —2 
ion 

h)  Resultat: hn= 
1 + ( -1) n+3- 

13 33 53 n 3 

11. Les  successives aproximacions  de  1/5  donen  lloc  a la  successió: 
{1,1/3,1/33,1/333, . .. 1 . Obtenir  el  seu terme  general. 

Resultat:  a  =1-1 1 
n 3 3 10n-1 

12. Trobar  el  terme  general de  les  successions: 

Ii  1 1 1 1 1 
7' 3' 22' 32' 23' 33' • • • 

1 + ( -1) n+1 1 1 + (-1)n 1 Resultat:  an = + 
2 2 (n• 1) /2 2 3n/2 

1 1 1 1 , 74,2, „ , 
16 3 64 ' ' ' } 

1+ (-l)' n+1 1+(-1)n  1 Resultat: bn= + — 
2 2 2 2n 

13. Demostrar que les  successions  an  = 2 i bn  = n , són successions n + 1 1 + n' 
nul-les. 
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Successions  de  números  racionals 

14. Estudiar  la  possible acotació  de  les  successions: 

(-1)n an  =	 Resultat: Successió nulla. K = 1/2, k = -1. n 

bn  = 3 + (n - 1) 2 Resultat:  No  acotada  superiorment. k = 3. 

1 - n2 cn  =	 Resultat:  No  acotada  inferiorment. K = 0. n + 1 

1 + (-1)n d. =	 Resultat:  Acotada.  K = 1, k = 0. n 

a 15. Demostrar que si hm  an  =  a, es  verifica que hm	 = 1 , suposat  a  * 0. 
a 

16. Demostrar que  lim -- = 0, suposat c * 0 i p > 0. 
n I 

17. Demostrar que si  dues successions tenen  el  mateix límit  la  seva 
diferència és  una  successió nulla.  Enunciar  el  teorema  recíproc 
i  justificar si  és cert  o  fals. 

18. Demostrar que si  dues successions  de  números  racionals tenen límit  la 
seva  suma té  per  límit  la  suma  dels límits. Tanmateix  per al  producte. 

19. Donada  la  successió  de  terme  general  a	 2n2 + 1. = , trobar  des de  quin 
n2 

terme  es  diferència  del  límit  en  menys  de  104. 

Resultat: n > 100 

1 2 3 n 20. Obtenir  Lim( 
... 

+ + + + , i  observar qué  es  pot deduir 
n2 n2 n2 n2 

del  resultat. 

Resultat: 1/2 

21. Trobar  el  límit  de la  successió { 1,--,-.8-,:12,,JA, .. } , i  determinar 9 13 17 21 25 . 
nio,  per a  e  = 0'001. 

Resultat:  no  = 1186 

22. Escriure els primers  termes  de la  successió  que té  per  terme  general: 
[1 +  an  = 4-  n [1 + ( -1)1(-1 )"-1 , i classificar-la. n 

Resultat: {1,1,-1,2,-A-,3,-1-,4,... }. Successió  no  acotada 2 6 10 14 
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Successions  de  números  racionals 

2 ( 1+3+9+27+...+3) 23. Calcular hm i obtenir no(e) . 
3n.1 

log  (J
1
1-1 ) ] 

Resultat:  no  =  E -1
 

log  3 

24. Escriure  el  terme  general  i classificar  les  successions: 

a) I 2, -4 , 8, -16 , 32, . . . I Resultat:  a.  = (-1)n-1. 2n. Divergent 

b) 5- 1 ,5+ 1 ,5- 1 ,5+ 1 ,... 
2 4 8 16 

Resultat: bn  = 5 + (-1)n 
•1 ---. Convergent,  limb.  = 5 
2' 

c) 3.1  1
,
3_ 1

,
3+  1

,
3_ 1 1 

2 3 4 5 " 

Resultat: cn = 3 + (-1)' 
1*1 .  Convergente. hm  c. = 3 

n + 

1 1 , 1 , 1 , 1 , d) 1--1 
1 2 3 4 5 6 

• 
(- n* 1 Resultat: dn  = [1 +	 1) 1 

 + (-1)n -
1.í
.  No regular.  Acotada 

2 

25. Donada  la  successió3 8 15 24 11,... ,  determinar  a  partir 
2 3 4 5 6 

de  quin  terme  es  verifica  lafl i > 100. 
Resultat:  no  = 100 

26. Deduir  el  límit  de la  successió  de  terme.  general: 
2+8+14+20+. . . + ( 6n-4) an  = lo btenir no(e)  per a  e  = 0'001. 

3n2  +n 

Resultat:  no  = 666 

1+K+2K+3K+...+(n-1)K 1 27. Determinar  K  per a  que  him = 
n2-1 4 

Substituint K  per el valor  obtingut, trobar no(e)  a  l'aplicar  la 
definició  de  límit. 

1 N I Resultat: K = 7 ,  no  =  E  1 + /1 - 80e + 64e2 
8€ 

1 ( -1)n 28. Determinar  el primer valor de  n  E N" tal que: ÷ < 1
 

n2 106 

Resultat:  no  = 106  + 1 

29. Calcular  el limit de la  successió  de  terme  general: 

a.  = n[11 + 1)P  - 1] ( p  e N  ) . Resultat: p 
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Successions de  números racionals 

30. a) Escriure  la  fórmula ( n + 1 )2  = n2  + 2n + 1  per a  n = 1,2,..,n 
i sumant membre  a  membre les n igualtats deduir que: 

1 + 2 + 3 + + n = ( n2  +n ) . 
2 

b) Repetir  el  procés  a  partir  de la  fórmula: 
( n + 1 )3  = n3  + 3n2  + 3n + 1  per a  obtenir 12  + 22  + 32  + + n2. 

Resultat: 2n3  + 3n2  + n 
6 

12 n2 
c) Calcular l 

+ 22 + 32 + + 
hm • Resultat: 1 

- n 3 
3 

31. Determinar p  EN* per a  que sigui finit  no  nul: 
13  + 2 + 33  + + n3 hm	 Resultat: p = 4 

nP 

r- 1 1+ 1 + 1 14, 4. 1 14. 32. Calcular lim . Resultat: 3/2 

33. Raonar que és  regular, la  successió  de  terme  general: 
1 1 1 1 a  = + + + + Resultat: Sí n 1! 2! 3! n! 

34. Calcular  el  límit  de la  successió  de  terme  general: 
1 + 3 + 5 + + ( 2n + 1 ) a  = i trobar no(e) . 

n 2 + 4 + 6 + + ( 2n - 2 ) 

Resultat:  no  E 3 + e + 1/ 9+ 10e + e2  I = 0 E 
2e 

35. Deduir que  la  rae)  entre  el  costat d'un  triangle  equilàter i  el  radi  de 
la  circumferència circumscrita  no  és un número racional. Escriure els 
primers  termes d'una successió que apropi por defecte l'esmentada raó. 

Resultat: 15 0 Q , 11,117,1/73,1/732,-
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Tema II 

EL  NUMERO  REAL 

36. Demostrar que  el  conjunt  de  les  successions regulars  de  números 
racionals amb  la  suma  i  el  producte és  un  anell. 

37. Comprovar  si  són equivalents  les  següents successions: 

4 3, 3'4, 3/44, 3/444, . . .,a,  . . . 1 

43,3'5,3'55,3'555 bn, . . . } 

{ ,cn,... } Resultat: I  an  } - { cn  I 

38. Obtenir  el  terme  general de la  successió: 4  obi  , 0'77 , 0/777,  ...,an,  ... } . 

Demostrar  la  seva equivalència amb  la  successió constant I 
9 }. 

7  Resultat:  an  = — - 1 — _L.7 9 9 10n 

39. Demostrar que les  successions  de  cada  parella són  de la  mateixa classe 
d'equivalència i  determinar  en  cada  cas  el  número  real  que  defineixen: 

í 3 7 11 15 a 1 ~ f 5 9 13 17 y, 
1 6' 11' 16' 21"." n ' ••• , , , ,..., f 1 4 9 14 19 ...'n ,  " • } 

I 1 5 21 85 i _ I 3 11 43 171 
1 4 ' 16 ' 64' 256 ' • • • Icn' ' • ' f 1 i' 32 ' 128' 512 ' • • • ' dn' • • • } 

Resultat: 4  an  } -4bn  } - —4 ; { cn  } - { dn  } - 1 —
3 5 

40. Donat  [an]  = W1'4,1'45,1'454,1'4545, ...1 ,  determinar una  successió  de 
la  classe a-1 . 

Resultat: a-1  = —1 =  [O  , 0/6 , 0'68, 0'687 , 0'6875, 0'68750, . . .1 a 

41. Sigui  el  número  real a  * 0,  que  pot  ser racional o irracional. Estudiar 
en  cada  cas  quina  classe  de  número  real  (racional o irracional)  és 
-a  i a-1 . 

42. Siguin ce,p  E R,  que poden ser  racionals  o  irracionals,  estudiar  en  cada 
cas  quin  tipus  de  número  real  (racional o irracional)  és  a  + p. 

ídem  per  a.P. 

43. Donat  el  número  real a  =  [an] es  defineix  el  seu  valor  absolut com 
lal = [1  a,  I]•  Demostrar que  la  I és independent  de la  successió  que  es 
consideri com representant  de la  classe  que  defineix  a. 

9 
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El  número  real 

44. Obtenir els primers  termes  d'una successió  de la  classe  que  defineix 
4,  ídem  per  4.  Calcular  els primers 5  termes  del  producte d'ambdues 
successions, i  observar quin número  real  defineix aquesta successió i 
les  de la  seva classe d'equivalència. 

Resultat: 4 

45. Aplicant  la  definició  de  successió convergent  en  R,  demostrar que: 

a) hm  -1- = 0 Resultat:  no  >E[  11 
e2 

í  log  1 
b) hm  ( )n  = 0 Resultat:  no  >  E e 

log it 

c)hm  n 1  = 4 Resultat: n >  E[ 
e 

(1 I d)hm = 1 Resultat: n0  >  E - e)2 
+ 1 e  (2 -  e) 

I 

e) him  ( - 4 ) = 0 Resultat:  no  >  E  [( 1 - e2 
)2

2  e 

1 f)him = 1 Resultat:  no  >  E 
Íe2 2€ 

46. Siguin c(43  ER,  demostrar les  propietats: 

la  +flIsIa1+1131 ± la  .p1=1a1.1131. 

47.  Demostrar que  en  R tota successió convergent és  una  successió  regular 
o  de Cauchy. 

48. Demostrar que  la  successió  an  = Vn2  + 1 - 4 és divergent. 

Resultat:  no  >  E  [( + 1)2 ] 

VS VI 49. Donada  la  successió - 1 + 1 - 1 + 1 deduir  el  seu 
+ 1'-1  VS  + 1  VI  - 1 

límit i trobar no(e) . 

Resultats: 1 ,  no  = Ep + 1)2 1 
e 

50. Provar  que: 

a) him  2 V 2 V 2...4 = 2 ( n arrels) 

b) him  2 + V 2 + V 2 +...+ 4 = 2 ( n arrels) 

10 



El  número  rea/ 

51. Sabent  que  són equivalents  les  successions:a. = 2 
V 4n +  VE  - 1/ 4n -  Vii 

x i  an  = 
'

 determinar  l'expressió més senzilla,  en  funció  de  n,  del 3n + 1  
numerador  x  de la  successió  (an). 

Resultat: x = 12 n 

52. Essent lim  an  =  a,  determinar  en  quines condicions existeix  el  lim 1/an 
i  demostrar que si  existeix l'esmentat  limit  és 1/a. 

Resultat:  a 0 

53. Essent  a.  = 2n  VE  + 1 ,  calcular  a  = lim  an.  Determinar  a  partir  de  quin 
VE  (n - 1) 

valor de  n és  Ian  -  al<  e, encara que  no  sigui  el primer  que  verifiqui 
la  desigualtat. 

Resultat:  a  = 2 

1/6n ( 12 + 22 + 32 + ... + n2 1 . 
' - 54. Calcular  lim i deduir no(e) 

1 + 2 + 3 + ... +n 

í 4  Resultat:  no  =E - 24-  e  +  el 
21-6  e  - e2 

y(1 + 1 - 1 
n 55. Donada  la  successió  de  terme  general a.  = ,  calcular  lim  an 1/n 

i  determinar  no(e) . 

1  Resultats:  a  = --1- ,  no  = í (1 _2€)21 
8e 

56. Donada  la  successió  a.  = ln(V n2  + n - n), trobar  el  seu  limit  i n0  (e) . 

Resultats:  a  =  in  2, ,  no  =  E 1 
2 4e«  (e«  - 1)1 

nP n2  +  Va.  + 1 57. Donat  an  = - 
n (1/TI - 1) n  (VE  + 1) 

a)Calcular  p = p(n)  per a  que  el  hm  an  sigui  finit. 

b)Trobar no  (e) ,  per  e  = 0/1. 
Resultats: p = 2 ,  no  = 11 

58. Calcular  lim n(lh + 1 - 1/1 - 1 ) i obtenir no(e) . n n 

Resultats: 1,  no  =  E
 í 

(1 + 
2 

e)2 1 
,/  e (e  + 2) 
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El  número  real 

59. Donada  la  successió  an  = n4 4- 111/ 4- 111/ + ". 4- li'l,  calcular hm  an 
n 
sa + 1 

i trobar no(K) . 

Resultat:  no  =  E

 [ 

ln 2 

in  (1 4-  Ill + 4K2 
2K) 

I 

1 
60. Sigui  la  successió:  {an }  = í2 -( 1 + 1 4- 1 -4 ... 4- —1 ) In!' ( P  e pe.  ), 2 4 2n 

trobar  el  mínim  valor de  p  per a  que hm  {an}  = 1.  Per  aquest  valor de 
p  calcular  no(e) . 

ln 2 Resultats: p = 2 ,  no  = E[l
n

 - 
( 1 -  e  )]

1 

61. Donada  la  successió  de  terme  general:  a 1 + 2  in  (2.4.8. ... .2n)n = 
1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) ' 

calcular  him an  i trobar no(e) . 

{  in  2 + ,'ln 2)2  + 4e I Resultats:  in  2 ,  no  =  E 
2e 

62. a) Calcular  el  límit  de la  successió  que té  per  terme  general: 

n1/2- 1 a -n  = . 
riliz 

~ 
1 

b) Determinar  no  (e)  tal que  1  an  - LI <  e. 

Resultats: :1= ,  no  -  E  [ ln 2 
2 ln (1 + 2e) - ln (1 - 2e) ] 

63. Demostrar si  es  cert  o  fals: 

a)Tota successió  de  números  racionals convergent és  acotada. 

b)Tota successió  de  números  racionals  regular  és convergent. 

4 , 
Calcular  lim [,/ n + 1 - V n2  + 1 J. 

Resultat: 0 

64. a) Calcular  lim  in  1 + 1 + 1 + .1 + ... 4-  1 
2 4 8 2n-1  

b) Determinar  no(e),  al  aplicar  la  definició  de  límit. 

- ln (1 - —1 ) I 
ee Resultats:  in  2 ,  no  =  E 

ln 2 

12 



Tema III 

TOPOLOGIA  EN  R 

65. Donats A1  = —1 ,V n  E N' i  A,  = 1 - —1 ,V n  E N'  ,  estudiar  possibles 

majorants, minorants, cotes, màxims i mínims. 

Resultats: Major. Minor. Cota Méx. Mín. 

A, 1 0 1 1 3 

A2 1 0 1 3 0 

66. Sigui  A  c R,  A  *  o un  conjunt acotat.  Demostrar que entre les  majorants 
de A,  existeix  una que  es la  menor  (extrem  superior de A). 

67. Demostrar que si  A  c111,  A  *  o té  màxim, aquest és únic. 

68. Estudiar si  són oberts  o  tancats els conjunts: 

1 2 = lj -1 1, 1 ) , A2 = (_1. 
n n n  E N• n  N. 

Resultats:  A,  obert, A2 tancat 

69. Mitjançant  les  lleis  de Morgan,  demostrar que  la  unió  de dos  conjunts 
tancats és  un  conjunt tancat i  que  la  intersecció  de dos  conjunts 
tancats és  un  conjunt tancat. 

70.  Estudiar quina  conseqüència  es  dedueix  de la  unió  dels infinits 
conjunts tancats: 

' 2 1 U  [ —
1 
' 
1 

—' 
1
U { 

1 1 
1  U  4 —1 8 4 .1 168 

ídem  per la  intersecció dels infinits conjunts oberts: 

( -1, 1)fl _1
2 

, , n 
)fl /

n  
3 4  

Resultats: ( 0, 1/2 1,  no  és tancat; ( -1,0 1,  no  és obert 

71. Estudiar si  són tancats els conjunts: 

Al pc-  11 + 1x- 21 > 1 ) Resultat:  No 

A2 ={xGR,IX2 -3x -41+  x2  - 3x -4 = 0} Resultat:  Sí 

A3 = {XER,Ix+ 1P 1 (X*-1) Resultat:  No 

72. Demostrar que si  A  c R,  té un número  finit  de  elements, és  un  conjunt 
tancat. 

13 
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Topol-gia  en  R 

73. Estudiar si  es  aplicable  el  teorema  de  Bolzano als següents conjunts: 

A,  =  N Resultat:  No (no  acotat) 

A2  = [1,1/1,0/9,1/01,0/99,1/001,0/999,... Resultat:  Sí 

A3  = {xER,E[x]  =xi Resultat:  No (no  acotat) 

= -0/9,0/9, -0/99,0/99, -0/999,0/999, . . Resultat:  Sí 

74. Demostrar que  la  successió  de  terme  general an  = ‘/F1  és monòtona i  té n + 1 
límit. 

Resultat: L = 

75. Demostrar que  el limit de la  successió: 
1 1 1 1 a  = está  en  l'interval [0,1]. 

n l+n 2+n 3+n n +n 

76. Sigui  I  el  conjunt dels  números  irracionals  de  l'interval [0,1] c R 
Determinar  el  seu conjunt derivat. Raonar  que  I  no  és obert  ni  tancat. 

77. Estudiar les  conseqüències  que  es  poden  deduir,  en  relació  a la 
possible convergència  de  les  corresponents successions,  a  l'aplicar  el 
teorema  de  Bolzano als conjunts: 

= 1 ,v  e N* Resultat: P.  a.  = {0};  hm  A,  = 0 

A2 = (-1)n  ,V  e  ri.} Resultat: P.  a.  = {0};  him  A2  = 0 

A3  = I (-1)' 
n 

,VEN*} Resultat: P.  a.  = {-1,1}; Alim A3 

= [1 + (-1)n] n2÷
n
1 ,v  e N*  } Resultat: P.  a.  = {1}; Alim A4 

78. Raonar  si  pot aplicar-se  el  teorema  de  les  successions monòtones  a la 
successió  de  terme  general: an  = 1 + 1 1 1 

n2 (n+1) 2 (n +2) 2 (n +n) 2 

Resultat:  Sí,  monòtona decreixent i  acotada 

79. Donat  el  conjunt  A  c R definit  per: 

A  = I (-1)n n + 1 , Vnebr  U  ( ) . 
2 

a) Trobar  Sup A  i Inf  A,  estudiant  la  possible existència  de maxim 
i mínim. 

b) Obtenir D(A). 

c) Estudiar si  3/2  es  un  punt  interior de A. 

Resultats:  a) Sup A  = 2, Inf  A  = mm n  A  = -2 b) D(A) = {-1,1}U[3/2,2], c)  No 
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Topologia  en  R 

80. Obtenir  per a  n  co  els següents límits: 

3n 5  In 3 3n a)  lurn2n + b)  urn c)  urn 6n  - 5 \ 2n 4n 6n 

( 2 ) 2n2 d) lim n - 2 e)  lmi n+2 rffi f) lim(  
n2 n + 1 

Resultats: e5/2, e9/4, e-5/4,  e',  1, 0 

81. Donat  el  conjunt  Ac  R, definit  per: A  = (0,1]  U{
 n
2
I
n
1 
, V nE  N*  }, 

determinar  D  [A  U  D  (A)  ] i D  [A  n D  (A)  ] , essent D  (A) el  conjunt derivat 
de A. 

Resultats: [0,1]  U  {2}, [0,1] 

82. a) Demostrar que un  conjunt és tancat  si  i solament  si conté  tots 
els seus punts d'acumulació. 

b) Determinar si  és tancat  A  = (0,2]  U{  ( 2n - 2-1)' , VneN'}. 
n + 1 

Resultat:  A no  tancat 

83. a) Suposat  A  c R  definir:  punt  interior  i conjunt obert. 

(-1)' b) Sigui  A  1 , VneN  U  [ 0,2 .  Determinar  interior de A, n + 1 
i  si  A  és obert  o  tancat. 

Resultat:  A  = (0,2),  A  tancat 

84. Determinar  l'interior, l'adherència,  el  derivat i  la  frontera  de  els 
següents conjunts: Z, Q, I = R - Q, R,  A  = (0,1)  U  (1,21 c R. 

Resultats: =  e,  Z = Z, Z/  = 0, fr(Z) = Z 

Ö = 0, = R, Q/  = R, fr(Q) = 

I =  e,  T =R,1'=R,  fr(1) = R 

it  = R, i= R, R/  = R, fr(R) = 

A  = (0,1)U(1,2), = [0,2],  A/  = [0,2], fr(A) ={0,1,2} 

85. a) Definir,  en la  topologia  usual de  R, entorn d'un punt. 

b) Determinar si  els següents conjunts són  o  no  entorns  de  O  en la 
topologia  usual de  R: 

A  = Q, B=  U = [0,1) , D=  fl  ( --n ). n n n N n  E N' 

Resultats:  No,  sí,  no, no 
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Topologia  en  R 

86. a) Demostrar que  en  R tota successió monòtona i acotada té  limit. 

b) Raonar si  pot  aplicar-se  la  propietat  anterior a  les següents 
successions de  terme  general: 

n + (-1)n an  = 
n + (-1)n+1 

Resultat:  No:  Acotada  pero  no  monótona.  lim  an  = 1 

1 1 
bn  = 1 + — +-- + ...      +-i 

2 3 n 

Resultat:  No:  Monótona  creixent  no  acotada 

= -1-  
1 1 

+ 
1 1 c  n n + 1 n + 2 n + 3 n + n 

Resultat:  Si:  Monótana creixent i acotada. lim cn  =  in  2 < 1 
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Tema IV 

EL  NÚMERO  COMPLEX 

87. Comprovar  que  la  multiplicació  de  complexos  té les  propietats 
commutativa, associativa i  distributiva respecte  de la  suma. 

88. Calcular: 

z1  = (2 + 1)3. (3 + 1)2  + (5 - i)2. (1 + i)3 Z2 = 
14 -  Si 
2 + 31 

z3  = (5 + 31)3 z, = (3 - 2i). (1 + 31)3 zs  = (-5 + 5i): (4 - 31) 

i + i2 4. i3 .4. i4 4. i5 
Z = Z7  = (2 + i)4 6 1 + i 

Resultats: z1  = -78 + 1681 , z2  = 1 - 41 , z3  = -10 + 198i 

z, = -114 - 2i , zs  = -2- + J---i 
' 

z
6 

= -1 + -1i , z, = -7 + 241 5 5 2 2 

89. Demostrar que: 

a)  I zi  + z2  I s I zi  1 + I z2 I b) 1 zi  - z2  I I zi  I - I z2  I , 

90. Demostrar que: 

a)  I zi  . z2  I = I zi  I . I z2 1 b) 
1 zi  1 _ lz,1  si  1 

z2
i o  4.> z2 0  0 

z2 1z2 1 

91. Suposat z = x + yi, deduir  el  significat geomètric  de  cadascuna  de  les 
següents condicions: 

a)  lz -21p --lz - 31 b) z + 1  ER 
z 

Resultats: (6x - 4y =5 ), { x2 4. y2 =1}Ufy  =o} 

92. Obtenir  el  lloc geomètric dels punts  que  són afixos dels complexos tals 
que: 

a)  z +7= 1 b) z + 7 =1z1 2 

Resultats: x = 1 , x2  +y2  -2x = 0 2 

93. Interpretar  geomètricament  la  condició: Iz + 311 + 1z - 311 =9. 

Resultat: 4x2 + 4y2= 1 
45 81 

94. Calcular  dos  complexos sabent  que  la  seva diferència és  un número  real, 
que  el  seu producte  val  1 + 31 i  que  la  part  real de la  suma val  3. 

Resultat: 2 + i , 1 + i 
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El  número  complex 

3 -2xi 95. Determinar  x  per a  que  l'afix  del  complex estigui  en la 4 -3i 
bisectriu  del primer  quadrant.  ídem  per a  que  estigui  en la  bisectriu 
del  segon quadrant. 

Resultats: x = 2- , x = 
14 2 

20 

96. Calcular  1 
) 

+ , expressant  el  resultat  en forma  bindimica. 2 2 

1 . Resultat: + V5--- 
2 2 

97. Resoldre l'equació: x' -64i =  O. 

Resultat: 2,5 +2i , + 21 , -4i 

98. Trobar  les  solucions  de  ( -1 + i )h/3, expressant els resultats  en forma 
polar. 

6 ,— 
Resultat: 

6 
11 aw ,  VI  16s• , 

6
 V2 285. 

1  Xi 99. Demostrar que (xeR) és  un  complex  de  mòdul 1. Siwés  el  seu 

argument,  calcular  x  en  funció  de  w. 
1 - cos 9 = sin  9 Resultat: x = 
sin  9 1 + cos 9 

100. Raonar  que  el  conjunt dels complexos  de  mòdul 1  forma  un  grup 
multiplicatiu. 

101.  Demostrar que  la  suma  de  les  solucions diferents  de: 
(neN,n> 1) és zero. 

102. Essent cos  a  = 1/4,  calcular  cos 5a. 
Resultat: 61/64 

103.  Calcular  31/( -1 + )10, expressant els resultats  en forma polar. 

Resultat: (8 34)4o,  , (8 %')16O • ( 8 34) 280-

 

104.  Calcular  [2( cos 6°  + i sen 6°  )]5/2, expressant els resultats  en forma 
polar. 

Resultat: (4 //). , (4 4)195. 

105. Obtenir  les  solucions  de  1 , expressant-les  en forma  binamica. 4 

Resultat: ±1 ± 1 •15/ 
4f2-5 

18 

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor



El  número  complex 

106. Resoldre l'equació x4  + 13x2  + 36 = 0 i  representar  gràficament  les 
solucions. 

Resultat: x, = 31 , x2  = -31 , x2  = 21 , x, = -2i 

i i 107. Escriure  en forma  bindimica  el  complex z = . 
1 - i 

Resultat: z = 1 + 1i 
2ew/' 2e'/' 

108. Donats els complexos z = 1 - i , 6) = 3 - 4i  determinar les  parts  real 
4 

i  imaginaria  del valor principal de  z" ,  Yí. 

71c 
Resultats:  e" 

(
 -A  - Ai , e-25  cos 2111 + i sen 12721 2 2 100 100 

109. Utilitzant  la  fórmula  del  canvi  de base,  calcular.  log.  z, essent 
1 15. 4 V z = 7 + -

1
-1 , w = -- + -I.

1
-1.  Considerar  solament valors principals. 

Resultat: 4/3 

1 _ )4 
i 3  i 4  is 110. Calcular 2 1 + 1 + + i2  + i + + i expressar els resultats 1 - i 

en forma  binómica. 
Resultat: z, = 1 + 5/5i , Z2  = -2 , z3  = 1 - 

111. Resoldre l'equació:  e''  + ( 31/5 - i )  e  ' + ( 6 - 2,/51 ) = 0, (z  E  C). 

Resultat: z1  =  in  ( —%/5 + i ) , z, = ln ( -2N/5) 

112.  Calcular  el  logaritme neperià  del  producte  de  les  solucions  de 

2 ( vr - vri )4 . 
Resultat: ln 32 +  ni 

113. Trobar z  E  C  tal que  cotg z = 1 + i. 

Resultat: z = 1 arctg 2 +  kit  - 1  in  5 
2 4 

114. Resoldre, utilitzant logaritmes principals, l'equació: 
ln ,/-2-  . .i 

e 6  = ( 1 + 1/5i )'°". Resultat: z = ±21 
3 

1 115. Donat  el  complex z = +  sin  x + i cos x( x  ER)  . 1 +  sin  x - i cos x 

a)Expressar-lo  en forma  binómica. 
b)Determinar  x  E  R  per a  que  Arg z = x. 

Resultats: z =  sin  x + i cos x , x = 21 +  kit  ( k  E  Z ) 
4 
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El  número  complex 

116. Donat z  E  C,  que  compleix cos z = 2. 

a) Determinar  z. 
b) Calcular  cos 2z i cos 3z. 

Resultats: z = 2kn - i  in  ( 2 t ,/5 ) , cos 2z = 7 , cos 3z = 26 

117. Donat z  E  C.  Demostrar que  cos 2z = cos2z - sin2z i com aplicació 
resoldre l'equació: 1 + cos 2z = 3 sin2z + cos2z. 

Resultat: 21 + 2kn 
' 
121 + 2kn 

' 
lijI + 2kn lh it + 2kn ( k  E  Z ) 6 6 6 ' 6 

118. Suposat z  E  C. 

a) Resoldre, utilitzant logaritmes principals l'equació: 
i(i')i =e-'12. 

b) Calcular  sin  wz. 

1 - e2' . Resultats: z = 1 + i ,  sin  nz = 1 
2e' 

119. Trobar z  E  C  tal que  sin  z = ch 1. 
Resultat:z= n/2 + 2kn  ti  (kEZ) 

120.  a) Determinar  el  lloc geomètric dels complexos z = x + yi  que 
verifiquen  l'equació lz + 11 = 41z + i 1. 

b) Trobar els complexos  de  mòdul 1  que  pertanyen  al  lloc  geometric 
obtingut. 

Resultats:  a)  (x - 1 )2  + (  y  + 2 )2  = 4 , b) (1,0) i (-3/5,-4/5) 

121.  a) Demostrar  sin2  z + c0s2  z = 1. 
b) Resoldre l'equació  en  C:  sin  z + cos z = 2. 

Resultat: z = n/4 +  kit  - i ln 1/3 t 24 

122. Comprovar  si  és certa  o falsa  l'igualtat: tg z =  sin  2x + i sh 2y 
cos 2x + ch 2y ' 

Resultat: Certa 

123. Resoldre l'equació: cos2z = -sh21 ( z  E  C) . 

Resultat:z= ( 2k +1):1  ti  (keZ) 
2 

1,25 E  i k 

124.  a) Trobar z  E  C,  tal que  z k-° =  e"  . 

b) Calcular  z 2  , 

Resultats: -eni21,  -e',{ e'/6i, - 1Lrelt/6  - —leiti6i 115--e'/6  + —len/6i 2 2 ' 2 2 

20 

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor



El  número  complex 

125. Comprovar  si  és certa  o falsa  l'expressió  sin  2z = 2  sin  z cos z, 
i resoldre l'equació  sin  2z = cos z. 

Resultats: Certa,  —lc  +  Kit,  -1/ + 2Kn, —5n + 2101 
2 6 6 

126. Sigui  z  E  C, resoldre l'equació: 2 z -z-  + ( 1 + i ) 7 + ( 1 - i) z + 1 =  O. 

Resultat: (-1/2,-1/2) 

127. Resoldre  en  C l'equació: 1 - i  sin  z = cos2 z . 

Resultat:  kit,  2krc - i  in  (4-1), (2k+1)7c - i  in  (4+1) ( k  E  Z ) 

4 ,4 • 128. Donat z = r„.  Calcular (o  = ( —
2 

+ —
2 

3. f-i z expressant  les  solucions 

en  funció  de  r  y  a. 

Resultat:  (A>,  = r i 32 _ (A) 2  = r (1 _  a‘ 
\2 / k7 ) 

129. Resoldre  el  sistema:  Iz +1- iI=I3+ 2i - zI=Iz + iI ( z  EC). 

Resultat: z = —7 + —5 i 
6 6 

, 
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Tema  V 

FUNCIONS,  LIMITS  I CONTINUITAT 

130.  Determinar  el  domini  de  definició  de  les  funcions: 

a) y  =  in sin  x Resultat: { x  E  R, 2kTc<x< (2k + 1)/c, k  E  Z } 

b) y  =  in( sin  x + 1 )	 Resultat: R - { x  E  R,x = —3E  + 2krr, k  e  Z ) 
2 

c) y  = 1 x 1  six  - 1 x I Resultát : [0,03) 

d) y  = [x -  E  (x)]-1 Resultat: R - Z 

e) y  = arc cos 2x 
Resultat: [-1/3,1] 1 + x 

f) y  = arc  sin  (  in  —x  ) Resultat: [1,e2] e 

131.  Representar  gràficament  les  funcions: 

a)  y=lxj b) y=lxi+x c)  y  = 2' d)  y  = X1/2 
(x>0) 

e) y  = 2 1 " f)  y  = 2"; g)  y  = 2E(") h)  y  = x -2  (x*0) _ 

Resultats: 

\ / ; 
I i 

I 
i i i 

____-----------

 

! 1 i 
; 

a b c 

.V1 

I i 
1 

1 
I 

I 
1 

d e f 

, 
ii , , — 

1 
i I 

, 1— 
, 

, , , 

g h 
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Funcions, límits i continuitat 

132.  Determinar les  funcions inverses  de: 

a) y  = f(x) =  a'  (a>0, a*1) Resultat: f lnx-1(x) = 
in a 

b) y
 = g(x) =  ax  +b d) Resultat: 9_1(x) = b - xd 

cx + d c xc  -a 

c)y  = h(x) = 2 + Vx + 1 (x>-1) Resultat: h-1(x) = ( x - 2 )2  - 1 

d) y  = k(x) = 1 + e3"2 Resultat: k in (x -1) - 21(x) = 
3 

133. Obtenir  les  funcions inverses  de  les  funcions hiperbòliques 

a)y  = sh. x =  ex  -2  ex Resultat:  y  = argsh x =  in  ( x + VX2 + 1 ) 

x -x b) y  = ch x =  e +  e (x O)  Resultat:  y  = argch x =  in  ( x + VX2 - 1 ) 
2 

c)y  = th x =  ex  -  ex Resultat:  y  = argthx =  in  111 x 
e"  +  e -x 1 - x 

134.  Calcular  els límits: 

x2 - 2 6x2  + 1 2x3 a)  hm  b)  him c) lim 
x— 4x3  - 1 x-- 5x 2  - 3x x-- x2  - 1 

Resultats: 0, 6/5, m 

135.  Calcular  els següents límits: 

a) him x2 - X -2 b)  him  X3  - 4x + 3 
x-.2 X2 + 3x - 10 x-1 x2  + 4x - 5 

8 Vx ‘,W‹ c)  him d) lim 2 e)  lim + 
x-2 X2 - 4 x - -2 4 - x2 x--  Vx - Vrk 

Resultats: 3/7, -1/6, 3, 1/2, 1 

136.  Estudiar  els possibles punts  de  discontinuïtat  de  les  funcions: 

-27 4 - x2 a)  y  = b)  y  = 
x2  - 9 3 - Vx2  + 5 

c)  y  =  sin  x  + 1 d)  y  =  sin  x + 1 
x3  - 1 x2  + 1 

Resultats: 3:  evitable,  -3: 2' espécie; 
2:  evitable,  -2:  evitable;  1: 2' espècie; contínua. 

137. Obtenir els límits laterals  en  x =  O  de  les  funcions: 

1 I ÷ 2 1/x 
a)  y= b)  y  = 3 + 2 2./x 3 + 2 1/x 

Resultats: 1/3 esquerra i  O  dreta, 1/3 esquerra i 1 dreta. 
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Funcions, límits i continultat 

138.  Estudiar si  és  evitable  en  x =  O  la  discontinuitat  de: 

1 1/' a)  y  = - 2 b)  y  = ( 1 -x )1/x )  y  = e1/x2 

1 + 2 2./x 

Resultats:  No,  sí, sí. 

139. Trobar  la  fundió inversa  de  y  = in  2 , i  estudiar  el  tipus  de 
in  ( - 1) 

discontinuitat  de la  funció obtinguda. 

1 Resultats: f-1(x) = ; x =  O:  1°  espècie. 22./x 1 

140.  Calcular: a)  lim b) lim (5x  + 8)x  + 3 
x ( X 

x +
5x 

sx -1 
c) lim 

x 
d) lim ( 1 + )2./x e) hm  ( 3 - x ) 

x X + 1) x  O x - 2 

Resultats: e2,  e",  e -2,  e, e' 

141. Trobar els infinitésims, més senzills, equivalents  a: 

a)  ( 2x 
+ 

x2 )  per a  x  O b) tg(1 - x)  per a  x 1 

c) (1 - cos x)  per a  x  O d) (tg x -  sin  x)  per a  x  O 

e)  (in  x)  per a  x 1 f) (tg2 x  2)  per a  x - -2 
2 

Resultats: 2x, (1 -x), 2, 
2

, (x -1) (x + 2)2
, 

2 4 

142.  Demostrar que si  a  un  infinitésim a(x)  per a  x-oa  se  li  suma o resta un 
altre infinitésim 11(x)  per a  x-la  , d'ordre  superior a  a(x), s'obté  un 
altre infinitésim equivalent  a  a(x). 

143.  Calcular  els següents límits: 

a)  lim b)  hm cotg 5x2 arcsin x/3 3 (cosx - 1)2 2 X  
x -o  s1n22x cos x x -  o tg2x 

7
 

c) hm d)  hm x arctg x/2 cosx - cos 2x 
x -o  (sin  2x)2  cos x x-0 1 - cosx 

(x2  - 4)  sin 1 
e) lim f)  him x - 2 16 (1 - COSX) 3 

2x + 1 x -  o 3x4 tg2x 

g)  him - 1)  sin  (x - 1) h) lim ,/1 - cosx 
x- 1 x3 -x2 - x + 1 x-0 tgx 

1 2 1 Resultats: 0, 3, --1 1 3, --, 
8 2 3 4 4 

25 

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor

usrrecor



Funcions, límits i continuïtat 

144. Trobar els infinits equivalents  (en la forma  més senzilla)  a: 

a) (cosec  x)  per a  x  O b) (cotg x)  per a  x  O 

c) 1,/x + per a  x d) ( 2x ) per a  x 1 
)0 +x2  - 5x + 3 

Resultats: 1, 1 1, 1/5-¿, 
X x 2 (x - 1)2 

145. Demostrar que si aun  infinit a(x) perax-›ase  ii  sumaoresta  una 
constantoun altre infinit S(x) perax-)a , d'ordre inferioraa(x), 
s'obté  un  altre infinit equivalent  a  a(x) . 

2 cosec2 x x2  + 2x - 1 
xO 

146.  Calcular: a)  hm b)  him 
3x tg3  (21 -x) X x N/9x2  +x + 1 

2 

• 1 
N x 2  sin  s-

c
-

 

ln / 2 x + (x + 1) ln x c)  him d)  him e)  him 
x lnx x-- x ln (x2  + 1) x-. 2x - 1 

Resultats: 2/3, 1/3, 1/2,  co,  1/2 

147.  Estudiar  a  quins tipus Corresponen  les  discontinuitats  de: 

= 
x - 1 

Y  21/x 2x/x-1 

Resultat: x =  O:  1' espècie, x = 1:  evitable. 

1 148. Donada  la  funció  y  = 
3 

deduir  la  seva funció  inversa 
un - 1) 

i  estudiar les  discontinuïtats  de  l'esmentada funció  inversa. 

1 Resultat: f-1(x) = , x =  O:  l'  especie. 
1 + el/x3 

149. Donada  la  funció  y 
- 
- e tg i/x 

2 +  e  tg i/x 

a)  Trobar b) Domini  de  f' c) Discontinuitats  de  f'. 

Resultat: f-1(x) = 1 

arctg  in 
1 - x2) 

(-1,1) -10,±V5/3}; x =  O: evitable,  ±,/5/3: 2'  especie. 

150. Determinar, si  existeixen, els punts  de  discontinuitat  de la  següent 

funció: f(x) = lx  I 
eix -11 

Resultat: És contínua,  per  ser  la  composició  de  funcions contínues. 
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Funcions, límits i continuitat 

151. a) Estudiar  la  discontinuitat  en  x = O  de  les funcions: 

f(x) = Isin 1/xl, g(x)  = I sin  x  I h(x) =  I sin  x  I  . 
x 

b) Definir adequadament  en  x = O  la  funció que té discontinuitat 
evitable,  per a  que sigui contínua. 

Resultat: x = O 2' espècie, x = O evitable, x = O l espècie 

11  sin  x si x * o 
g(x) - 

1 si x = O 

152. Donada f(x) = arctg e -77 71. 

a) Deduir f. 

b) Determinar  en  (0,71./2) les possibles discontinuitats  de  f-1(x) 
i indicar, si procedeix,  el  tipus  de  discontinuitat. 

Resultats: f i(x) = it in  tg x; arctg e: 21  especie 2(ln tgx - 1) 

/53. Estudiar les discontinuitats  de la  funció y = ( 1 + elix)e 1/'. 

Resultat: y(0*) = 1 , y(0-) = e, x = O: 1' espècie. 

1 154. Sigui  A  =  Punts de  discontinuitat  de:  y = 
tg 1/x j • 

Trobar  A'  . ¿ És  A  un conjunt tancat?. 

Resultats:  A  = { O } , k Z ;  A/  ={O } ; Sí (kit 
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Tema VI 

FUNCIONS DERIVABLES 

Calcular les  següents funcions derivades: 

i_ x-1 155. y=x-21n(x+1) 11_ 2 y  —
x+1 Y  - 

(x+1)2 

/._ 156. y=  (4x 2 -1)  in  x Y  - 
4X2-1 +8x ln x y"=12+-1-+81n x x x 

157. y=5x -1 Y 
1_ 10x2 -5 ii_  10X3-15x “Fc- - Y  - 

15-2li (x 2 -1) 71i 

158. y=elix Yu _ 2x+1  e  i/x - x2 X 4 
i 

/,_ 2tg x //_ 2+4sin2 x 159. y=tg2 x Y  cos2 x COS4 X 

160. y=-2----+-L-x _i_ 2 1 
Y ' 

, 
----7-- 

n_ 6+2x 
Y x2  x x x 

-
x4 

161. y  = (x 2  + 5) 3/2 y /=3x 1V-<-2 - //_ 6x2+15- -5 Y  - 
_ %/72. - 

1 //_ 2x Vx 2 +1-2x2 -1 162. y= Y  - Y  - 
x- 0,M74-37 (x-Vx 2 +1)  )Vi-i. (x-Vx2 +1)2  (x 2 +1) 3 /2 

163. y=1nV 271T+1 y/_ 
- 1 - , u_ Y  - 2ax2 +1 

X x Vax 2 +1 x 2  (ax 2 +1 ) wli --i-3_ 

164. y=  „ 3/7--1-1 /_ -  1 // 2x+1 
Y  - Y  - y  x-i (x-1)15-(711 (x-1) 2 (x+1)15-c711 

/_ 2 //_ -4 cos 2x 165. y=ln tg x Y  - Y  - sin  2x sin2  2x 

i_  sin  x u_  l+sin2  x 166. y=5/1+tg 2  x Y  - Y  - cos2  x CO53 X 

167. X2-2 /1_ 2x 4-9x2 +6 Y- - x2 x3,51X-2 
Y 

- x 4  (1-x 2 ) 3 /2 

168. y=ln 1+x i_ 2 //_ 4x 
Y Y 1-x - - 1-x2 (1-x2 ) 2 

169. y =e cos  x y /=-sinx  ecos  x y  ll= (sin2x-cosx) ewsx 

170. y=  x i_ 
- 

1 /1_ - 
3x 

V17.17P 
Y

 (1-x 2 )1/11 
Y  (1-x 2)2 11[. _ c 2 

1+x  sin-2 
1 _ 171. y=ln cos- y/_ 

---
1 

tgT; Y u-- X 
x x 1 x 4 COS2-

x 
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Funciones  derivables 

172. y=  /1-x yt
= 

- 1 
Y ll= 

1-2x 
V 1+x (1+x)11-x2 (1+x)2(1-x)55.1 

cosj+xsinjl! 
y/= /_ 173. y=xtg—x +2 lncos — x 2 2 x y /- 

2 2 2cos22£ 2cos225- 

174. -1n(x2-1)4 - 

2 2 

y - 1 /... 1 8x //
=
8x3+7x2+10x+7 y= y  -  

2(x+1) 2(x+1)2 x2-1 (x+1)3(x-1)2 

175. Trobar  el  punt  en  que  la  tangent  a la  corba  y  = x3  en el  punt (1,1) 
talla  de  nou  a la  corba. 

Resultat: (-2,-8) 

176. Obtenir l'equació  de la recta  tangent  a la  corba  y  =1elix  en el  punt  en 
que  l'abscissa xo  anulla  a la  derivada  segona, expressant  el  resultat 
en forma  explícita. 

Resultat:  y  = --8 x - —1 
e2 e2 

x2 si  x 0 177. Donada  la  funció  definida  per  f(x) -{
-x2 si  x < 0' 

provar  que  f(x) és 

derivable  per a  tot  valor de  x, i obtenir  una  expressió  única  per la 
seva  derivada. 

Resultat: fl(x) = 21x1 VxER 

x 

1O 

si  x * 0 
178. Donada  la  funció f(x) - 1 el/x -1- 

' 

obtenir  la  seva  derivada 

0 si  x = 0  
perax=Oiestudiar  la  diferència segons  sigui  áx  positiuonegatiu. 

Resultat: f/(0.) = 0, f/(0-) = 1.  No  derivable  en  x =  O. 

179. Deduir l'equació  de la  tangent  a la  corba  y  = ( x - 11 - x2  ) 2  en el  punt 
d'abscissa xo  =  O. 

Resultat:  y  = -2x + 1 

180. Trobar l'angle  que formen les  corbes: x2  = 4ay ,  y  = 8a3 . 
x2  + 4a2 

Resultat:  a  = arctg 3 

x arctg 1  si  x * 0 
181. Trobar  la  derivada  de la  funció f(x) - x en  x = 0, 

0 si  x = 0 
segons  que  Ax-).0  per a la  dreta  o  per a la  esquerra. 

Resultat: f/(0') = 21 , fi(0 ) = -21 
2 2 
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Funciones  derivables 

182. Obtenir  en  x = 0  les  derivades  de  y,  =x1/3  ,  y,  =x2/3  observant  la 
diferència segons  sigui  áx  positiu  o  negatiu. 

Resultat: 171'(0.) = +00, yii.(0-) = +00 , y(0.) = +03 , 3/.(13-) = -. 

183. Trobar l'angle  que formen les  corbes  y  -='tg x,  y  = ctg x  en  un  dels 
seus punts  de  intersecció. 

Resultat:  a  = arctg 1-4/31 

184. Deduir  les  derivades  de  les  funcions  y  = arc  cosec  x,  y  = arc sec x 

Resultats: -1 
, 1 

X s/x2  - 1 x 1/x2  - 1 

185. Determinar  els punts  de la  corba  y  = 2  sin  x + cos x  en  els quals  la 
recta  tangent  té  pendent nulla. 

Resultat: x = arctg 2 +  kw,  k  E  Z 

186. Suposat x = 1  y  dx = 0'1,  calcular  Ay  i dy  per a  cadascuna  de  les 
següents funcions: 

a)  y  = x2  + x + 1 b)  y  = :I, c)  y  = 2' d)  y  = ln x 
x 

Resultats:  a)  0'31, 0'3; b) -0'091, -0'1; c) 0'143, 0'138; d) 0095, 0'1 

187. Comprovar  que  D 
( 
—1  in  ‘iall2  +

x
c -1- 1/2.  ) = 

1/E 

-1 

x N/ax2  + c 
(c>0) . 

188. Demostrar les  igualtats: 

D n  sin  x =  sin  ( x + n 11 ) i D n cos x = cos ( x + n 21 ) . 
2 2 

189. Un  far giratori  está  a  1  Km.  d'una platja  recta. Si la  velocitat  de 
rotació  del  far és d'una volta  per  minut,  calcular  a  quina  velocitat  es 
mou  la  llum  sobre  la  platja quan  el  raig  de  llum  forma  amb  ella un 
angle  de  450. 

Resultat: 753'6  Km/h. 

190. Un  home avança  a  raó  de  8  Km/h cap el  peu d'una  torre  de  60  in. de 
alçada.  Determinar  la  velocitat amb  que  s'apropa  al  vèrtex  de la  torre 
quan  es  troba  a  80  in del  seu peu. 

Resultat: 6'4  Km/h. 

191. Calcular  el  màxim i  el  mínim absoluts  de  cadascuna  de  les  funcions: 

a)  f(x) = 3x - x3  i b) g(x) = (x2  + 1) 1 x2  - 11  en  l'interval [0,2]. 

Resultats: x = 1 Màx. x = 2 Mín; x = 1 Mín. x = 2 Màx. 
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Funciones  derivables 

192. Obtenir els extrems absoluts  de la  funció: 

Y  =sill2x -Ilsinxierq -721,11 1. 2 

Resultat: Màx.  en  -1£- i 21 Min.  en  0 
2 2' 

193.  Estudiar si  es  aplicable  el  teorema  de Rolle a la  funció: 
f(x) =Isin x I  en  l'interval [0,2r]. 

Resultat:  No. 

194. Raonar  si  es  aplicable  el  teorema  de Cauchy a  les  funcions: 
f(x) =  in  (x + 1) , g(x) = x2  en  [0,e]. 
Deduir  el  punt m  E  (0,e)  en  que  es  verifica,  en el  cas  de  que  el 
teorema sigui aplicable. 

-1+ + 
ln  (e  + 1) 

2e2 

Resultat:  Sí,  m = 
2 

195. Obtenir: 

a)  hm
 tg x - x b)  hm

 ln x c)  him  cos x - cos 2x 
x -o  x -  sin  x x -1 1 - x x -  o 1 - cos x 

1 - x4  d)  him e)  him  1 - cos x f) lim  sin  x -  sin a 
x-1 in  x x-0 x ln(1 + x) x -.a  cos X - cos  a 

Resultats: 2, -1, 3, -4, 1/2, -ctg  a 

196. Obtenir: 

ex  +  sin  x  a)  lim b) lim c)  him x +  sin  x in  x +  sin  x 
x- .-  ex  + cos x x -. x + cos x ln x + cos x 

Resultats: 1, 1, 1 

197.  a) Calcular  la  derivada  de la  funció: 

1 +x f(x) = arctg - arctg x (x * 1) . 
1 -x 

b) Segons  el  resultat  anterior,  obtenir  la  gráfica  de 
x g(x) = arctg 1 + a  partir  de la  gráfica  de  y  = arctg x, 

1 - x 
indicant  la  propietat  que  s' utilitza . 

{ f(x) = n/4, g(x) = arctg x + n/4 (x < 1) Resultats: f' (x) = 0 ( x=1 ); f(x) = -3n/4, g(x) = arctg x - 3n/4 (x > 1) 

Asímptota:  y  = - n/4  
t 

g(x) 
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Funciones  derivables 

198. Aplicant  el  concepte  de  diferencial,  deduir  les  fórmules aproximades: 

ln (x +  Ax)  - lnx + L125. ,  
X 2%5 

199.  Calcular  els següents  limits: 

a) lim  arc cos (1 - x) b) lim( 1 y
nx 

x - 0 1/2x - x2 x-1 x - 1 

sin  x - cos x c) urn sin lim ( cos 2x ) 3/x2 
cos 2x x - 0 

x- - 
4 

1 1 _ e)  lim f)  urn(  tg x ) tg 2x 

x - 0 sin2  x x2 
) 

x - x 7 

g) lint  ( cotg x )  Sin  x h)  u rn ( in  x ) 1/x 

x -. 0* x - • «. X 

Resultats: 1, 1, -V2/2,  e-a,  1/3, 1/e, 1, 1 

( aix  + a2x  ... + aax
 )  nix 

200.  Calcular:  lim . Resultat: aia2 ...an 

201.  a) Calcular  l cos x ln(x - a )im (a  E  R*). 
x-a ln(ex -  ea) 

b) Per a  quins valors  de a  són equivalents els infinits  del 
numerador  i  denominador,  quan x -  a ? 

Resultats: cos  a  ;  a  = 2kn (k  E  hp 

202.  Determinar si  existeix: lim(  sin  2x ) 1+1/x 

x - 0 x 
Resultat: Dreta +  co,  esquerra 0 

203.  Calcular:  a)  lim ( e 3x - 5x  ) i/x b) lirn ( e3x  - 
5x  )1/x 

x-œ x -  o 

Resultat:  a +co:  e3 ,  a -co:  1; 1/e2 

204.  Calcular  els següents límits: 

x2  - x senx a) lm b)  hm  x  Vá  -  a  ,/k 
i 
x-o  ex  +  e -x - x2  - 2 x -  a  

C) lim  ‘lx  + a2 -  a d) lim (  It  - X ) tg —x 
x -0  1,/x +b2  -b 2 

e)  him - f) lurnx tgx 
x -1 ( 

x 1 
un X) x  

9)  hm h) lim 

-0- 

12 tg (x - 1) x  (ax  - b x) 
-1 sin 1 x -o  sin  x tg x x - 4777 

Resultats: 2,  a,  b/a, 2, 1/2, 1, 2,  in  a/b 
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Funciones  derivables 

205. Sigui  f(x) = 1 x2  - 11 +Ix - 21 (x > 0) .  Estudiar les  derivades laterals 
en  els punts  en  que  f' (x) és discontínua. 

Resultat: x = 1: -3, 1; x = 2: 3, 5 

206. Estudiar  els punts  de  discontinuïtat  de la  derivada  de la  funció: 

Y  =Ix - 11 3  1 x2  - 9 I. 

Resultat: y'(-3-)=-384 , y'(-3.)=384 ; yi(3-)=-48 , y/(3+)=48 

207. Determinar  a  i b  per a  que sigui  contínua i derivable  en  x = 0  la 

{

 ex +a )c 0 
funció: f(x) = 

x2  +bx x < 0 

Resultat:  a  = -1, b = 1 

208. Sigui  (x0,170)  un  punt  de  intersecció  de  les  corbes x2  - y2  = a2, x.y = b2. 
Trobar l'angle  que formen les  tangents  a  les  corbes  en  l'esmentat punt. 

Resultat: w/2 

209. Calcular  la  derivada  de la  funció f(x) = I X2 
—11

 + 1 X2 — 11. 
X + 1 

{ 

2x + 1 x < - 1 
Resultat: fi(x) = - 2x - 1 - 1 < x < 1 

2x + 1 1<x 

210. A  partir  de la  definició  de  derivada  d'una funció  en  un  punt,  discutir 
segons els valors  de a, la  existència  de la  derivada  en  x = 1,  de la 

(x - 1) 1"  sin x * 1 
funció: f(x) = x - 1 

0 x = 1 

Resultat: 0  si  a  > 1,  A  sia s 1 

211.  Determinar, si  existeixen, els punts  de  discontinuïtat  de  f(x)  y  f' (x), 

essent f(x) =  ¡ X I  . six  -3.I 

Resultat: f contínua; f/(0-)=--L , f/(0.)=1 , f'(1-)=2 , f1(1*)=0 
e e 

1 212. Calcular hm arc cos x. Indicació: arc cos x = t 
-5/ 

+x 
 1 -x 

Resultat: 2 

213. Determinar  k,  per a  que sigui  contínua  la  funció: 
1 

f(x) =I 
(2 sin2 x) c0s2x Si  X  E  (0,n/2) , x 

k si  x = n/4 

Resultat: k = l/e 
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