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Resum

Aquest treball analitza en profunditat les xarxes de Hopfield, tant en la seva
formulaci6 classica com en les extensions modernes basades en energies alternati-
ves. A partir d’una série d’experiments amb patrons binaris de diverses resoluci-
ons (8x8 1 64x64), s’estudia la capacitat de recuperaci6 dels patrons emmagat-
zemats i 'impacte de l'actualitzacio sincrona o asincrona, aixi com la influéncia
del soroll i la similitud entre patrons. Es comparen tres estratégies d’aprenen-
tatge: la regla de Hebb, la pseudoinversa i la formulacié energética exponencial.
Els resultats mostren les limitacions estructurals del model de Hebb, fins i tot
amb patrons no correlacionats, i confirmen la robustesa de la pseudoinversa i de
les xarxes modernes de Hopfield. El treball conclou amb una reflexié sobre les
diferents formulacions d’energia i com condicionen la dinamica de recuperacio.

Resumen

Este trabajo analiza en profundidad las redes de Hopfield, tanto en su formu-
lacién clasica como en las extensiones modernas basadas en energias alternativas.
A partir de una serie de experimentos con patrones binarios de distintas resolu-
ciones (8x8 y 64x64), se estudia la capacidad de recuperacion de los patrones
almacenados y el impacto de la actualizacién sincrona o asincrona, asi como la
influencia del ruido y la similitud entre patrones. Se comparan tres estrategias
de aprendizaje: la regla de Hebb, la pseudoinversa y la formulacién energética
exponencial. Los resultados muestran las limitaciones estructurales del modelo
de Hebb, incluso con patrones no correlacionados, y confirman la robustez de la
pseudoinversa y de las redes modernas de Hopfield. El trabajo concluye con una
reflexion sobre las distintas funciones de energia y su impacto en la dinamica de
recuperacion.

Abstract

This thesis presents an in-depth analysis of Hopfield networks, addressing both
the classical formulation and modern extensions based on alternative energy func-
tions. Through a series of experiments with binary patterns of varying resolutions
(8x8 and 64x64), it explores the networks’ ability to recover stored patterns, the
effects of synchronous or asynchronous updates, and the role of noise and pattern
similarity. Three learning strategies are compared: Hebb’s rule, the pseudoin-
verse method, and an exponential energy formulation. The results highlight the
structural limitations of Hebb’s model-—even with uncorrelated patterns—and
confirm the robustness of the pseudoinverse and modern Hopfield networks. The
thesis concludes with a discussion on how different energy functions influence the
recovery dynamics.

vi



1 Introduccié

1 Introduccid

Durant els darrers anys del grau en Enginyeria Matematica i Fisica, he pogut ad-
quirir una formacio6 rigorosa i interdisciplinaria que combina coneixements matematics
avancats amb una comprensié profunda dels fonaments de la fisica. Aquest entorn
formatiu m’ha permes desenvolupar habilitats en la modelitzacio, I’analisi i la resolucio
de problemes complexos, tant des d’un punt de vista teoric com computacional. L’en-
focament dual de la titulaci6 m’ha proporcionat les eines necessaries per entendre el
comportament de sistemes des de les seves lleis fonamentals fins a la seva representacio
abstracta i algorismica.

El treball que es presenta a continuacié té com a objectiu posar en practica aquest
bagatge académic a través d’'un projecte que connecta diverses branques de la carrera:
des de les matematiques aplicades fins a la fisica estadistica, passant per la computacio
cientifica i la intel-ligéncia artificial. Concretament, s’ha estudiat i implementat un
conjunt de models de memoria associativa basats en xarxes de Hopfield —tant en la
seva formulaci6 classica com moderna—, amb 'objectiu de comparar la seva capacitat
de recuperaci6 de patrons binaris en diferents escenaris de soroll i arquitectura.

El projecte s’ha estructurat en diferents fases: en primer lloc, s’ha desenvolupat
un marc teoric solid que inclou conceptes d’energia estadistica, optimitzacio, teoria
de la informacié i dinamica de sistemes. Posteriorment, s’han implementat xarxes de
Hopfield classiques utilitzant tant la regla de Hebb com la regla de la pseudoinversa, i
s’ha analitzat la seva capacitat d’emmagatzematge i la seva robustesa davant patrons
similars. També s’ha comparat el comportament de la recuperacié sincrona i asincro-
na, observant fenomens d’atractors espuris i convergéncia incorrecta en determinades
condicions.

Una part substancial del treball ha estat dedicada a I’experimentacié amb patrons
binaris de resoluci6 64x64, incloent-hi digits i lletres majiscules. S’ha fet un estudi
empiric exhaustiu de la qualitat de recuperacio en funcié del soroll injectat i s’han ge-
nerat taules comparatives de similitud, mostrant clarament les diferéncies entre els mo-
dels. Finalment, s’ha explorat la dinamica de les xarxes Hopfield modernes mitjangant
funcions d’energia alternatives, implementant-les i analitzant-ne I’evolucié energética,
estabilitat i qualitat de les solucions trobades.

Aquest projecte, doncs, no només ha permeés aprofundir en I'estudi d’una classe de
models amb gran rellevancia historica i teorica, siné que també ha servit per integrar
coneixements transversals del grau en un entorn de recerca aplicada. Les conclusions
obtingudes posen de manifest tant les possibilitats com les limitacions de cada enfo-
cament, i aporten una visié6 comparativa tutil per a futures linies d’investigacio en el
camp de les xarxes neuronals i la memoria artificial.
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2 Mathematical Background

El desenvolupament de models de xarxes neuronals inspirats en el comportament
del cervell huma requereix una base matematica solida i transversal. En aquest apartat,
s’exposen les eines teoriques fonamentals que s’utilitzaran en 'estudi i implementacio
de les Hopfield Networks, tant en la seva formulacié classica com moderna. Aquestes
eines provenen de diverses arees del grau: algebra lineal, analisi matematica, pro-
babilitat i estadistica, optimitzacio, teoria de sistemes dinamics i teoria de
la informacié.

2.1 Algebra Lineal i Representacié Vectorial

Les Hopfield Networks modelen patrons com vectors en un espai de dimensi6 n,
i les connexions entre neurones com una matriu de pesos simétrica W € R™". Els
conceptes clau que s’utilitzen séon:

Producte escalar: (z,y) = >\ | x;y;, que mesura la similitud entre dos vectors
d’estat.

Matrius simétriques: W = W7, garantint I'existéncia de valors propis reals i
que l'energia decreixi.

e Descomposicié espectral: W = QAQT, on  és ortogonal i A diagonal.
e Projeccions en subespais: Usades per recuperar components dominants.

Els patrons es representen com vectors binaris z € {—1,+1}", tot i que en versions
modernes poden ser reals i normalitzats, x € R", amb |z| = 1.

2.2 Analisi Matematica i Sistemes Dinamics

La dinamica d’una Hopfield Network es pot escriure com:

z;i(t +1) =sgn (Z Wijz;(t) — 9i>

J

on 6; és el llindar de la neurona 3.

Conceptes clau:

e Convergéncia: La seqiiéncia z(t) tendeix a un punt fix z* tal que z(t+1) = z(¢).
e Funcié de Lyapunov (energia): E(z) = —% E” Wizix; + 3. 0z

e Estabilitat: Si z* és punt fix i £(x) no decreix en el seu entorn, és estable.

Aix0 connecta amb assignatures com Equacions Diferencials i Dinamica de Sistemes.
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2.3 Mecanica Estadistica i Energia Minimitzant

La funci6é d’energia d’'una Hopfield Network és analoga a I’'Hamiltoniana d’un sis-
tema d’Ising:

i, i

En aquest sistema, l'estat d’equilibri correspon a un minim local de l’energia.
Aquesta analogia permet interpretar ’evolucié de la xarxa com una relaxaci6 térmica
vers un estat d’energia minima.

En versions estocastiques, s’introdueix una temperatura 7' i la probabilitat d’estar
en un estat x es dona per:

1
P(z) = Ee—E(x)/(kBﬂ

on kp és la constant de Boltzmann. Aixo permet simular transicions de fase i
millorar 'exploraci6 de 'espai d’estats.

2.4 Probabilitat 1 Estadistica

Les xarxes Hopfield modernes poden incorporar soroll o funcions d’activacié proba-
bilistiques:

e Funci6 sigmoide: o(u) = —Helfgu

e Esperanca: Flz;] =0 (Z; Wijx; — 6i>

e Distancia de Hamming: d(z,y) = ), |x; — y;|, per mesurar 'error de recupe-
racio.

e Capacitat d’emmagatzematge: p,,.. ~ 0.138n patrons per n neurones.

Coneixements d’Estadistica i Probabilitat s’utilitzen per analitzar la robustesa i
precisié del model.
2.5 Optimitzacié i Algorismia

L’actualitzacié de la xarxa pot entendre’s com un problema d’optimitzacio:

e Descens de gradient: En xarxes modernes, la pérdua L es minimitza mitjan-
cant Vyy L.

e Regularitzacio: Penalitzacions com A|WW|? per evitar sobreajustament.

e Funcions d’activacié suaus: tanh, ReLU, etc., per fer diferencials les actua-
litzacions.

Aquests coneixements provenen d’assignatures com Optimitzacié Numérica i Algo-
rismia.
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2.6 Teoria de la Informacid

L’analisi del rendiment d’una Hopfield Network es pot fer amb:

e Entropia: H(X)=—-)_ P(x)log P(x)

e Informacié mutua: 1(X;Y) = H(X) — H(X|Y), quantifica la capacitat de
recuperacio.

e Codificacio eficient: Métodes per optimitzar la representacié dels patrons.
Aquestes eines permeten quantificar el flux d’informaci6 i la qualitat de la memoria.

Aquest marc teoric proporcionara les bases per a les seccions segiients del treball, on
es descriura en detall el funcionament de les Hopfield Networks classiques (apartat 3) i
modernes (apartat 4), i posteriorment es presentara el desenvolupament i entrenament
del model (apartats 51 6).



3 Hopfield Networks Classiques

3 Hopfield Networks Classiques

Les Hopfield Networks van ser proposades per John Hopfield el 1982 com una forma
de xarxa neuronal recurrent dissenyada per resoldre problemes de memoria associativa.
Aquest tipus de xarxa és una xarxa de neurones unitaries en qué la informacio es
representa mitjancant patrons d’activacié que poden ser emmagatzemats i recuperats
de manera eficient, tot aprofitant la seva dinamica d’evoluci6 energética. Abans pero,
es fara una breu introduccié al Machine Learning i a conceptes relacionats.

3.1 Machine Learning i la Neurona Artificial

El machine learning és una branca de la intel-ligéncia artificial que es basa en la
capacitat dels sistemes informatics per aprendre a partir de dades, sense ser explicita-
ment programats per a cada tasca especifica. L’objectiu és construir models capagos
de reconéixer patrons, fer prediccions i prendre decisions en base a I'experiéncia pré-
via. Dins d’aquest ambit, les xarxes neuronals artificials constitueixen una estructura
fonamental per a 'aprenentatge automatic.

En el context de les xarxes neuronals artificials, una neurona és una unitat fo-
namental de processament que rep un conjunt d’entrades numériques (anomenades
inputs), les pondera mitjancant pesos sinaptics, i produeix una sortida (output) en
funcié del resultat d’aquesta combinacié. Aquesta sortida pot ser binaria o continua,
depenent del tipus de funci6é d’activacié utilitzada.

Aquest model s’inspira en el funcionament de les neurones biologiques del cervell
huma. En una neurona natural, els impulsos eléctrics arriben a través de les dendrites,
es combinen al cos cel-lular, i si la diferéncia de potencial (és a dir, la suma de totes
aquestes senyals) supera un cert llindar (threshold), la neurona es dispara enviant un
impuls a través de ’ax6 cap a altres neurones.

De manera analoga, en una neurona artificial, es calcula una suma ponderada de
les entrades x1,xs,...,x, amb els seus pesos associats wi,ws,...,w,, 1 es compara
el resultat amb un llindar 6. Si aquesta suma supera el llindar, la neurona s’activa
i genera una sortida (per exemple, +1), i en cas contrari, roman inactiva (1 o 0).
Matematicament, aquest procés es pot expressar com:

1 si Z?:l W; Ty Z 0,

v= —1 altrament.

Aquest comportament binari és caracteristic de les primeres xarxes neuronals, com
les de tipus perceptré o les xarxes de Hopfield, tot i que en models més moderns
s'utilitzen funcions d’activacié més suaus com la sigmoide o la ReLLU, on es tindra

y=1f Zwiﬂfi+b
i=1

on b és un terme de biaix i f és una funcié com la sigmoide, la tangents hiperbolica
o la ReLLU, entre d’altres.

En el cas de les Hopfield Networks classiques, la funcié d’activacié és usualment
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una funcio signe, i les neurones s’actualitzen de manera asincrona o sincrona.

Aquest model de neurona permet que la xarxa aprengui patrons mitjancant ajustos
dels pesos sinaptics, seguint principis d’aprenentatge supervisat, no supervisat o per
refor¢. En aquest treball, ens centrarem en les xarxes de tipus Hopfield, que utilitzen
un model particularment senzill de neurona, perd amb propietats molt interessants pel
que fa a memoria i estabilitat.

3.2 Conceptes basics: Qué és una memoria associativa? Historia breu

Les Hopfield Networks pertanyen a una categoria de models coneguts com a memo-
ries associatives, també anomenades content-addressable memories (CAM). Aquest
tipus de memoria no accedeix a la informacié per una adreca especifica, com en els
ordinadors classics, siné que la recupera a partir del contingut parcial o distorsionat
d’'un patr6é préviament emmagatzemat.

En una memoria associativa, l'objectiu és trobar el patré meés proper (segons al-
guna meétrica com la distancia de Hamming) a l’entrada donada. Aquest mecanisme
és altament inspirat en la forma en qué es creu que el cervell huma recupera informa-
ci6: a partir de fragments incomplets d’experiéncies prévies, és capag d’evocar records
complets.

Exemple: si una memoria associativa ha aprés el patré x = (1,—1,1,—1), i rep
com a entrada ' = (1,—1,1,+1), pot reconéixer i corregir aquest error, retornant el
patré original.

Historia breu

La idea de memories associatives té les seves arrels a la década dels 1950, quan es
van comencar a explorar models computacionals inspirats en la biologia. No obstant
aix0, fou John Hopfield qui, el 1982, va proposar un model matematic formal que
unificava aquestes idees sota un marc energétic i dinamic ben definit.

Aquest model, conegut com a Hopfield Network, va permetre una formulaci6
clara de les condicions de convergéncia, estabilitat i capacitat d’emmagatzematge. Es
tracta d’una xarxa recurrent i totalment connectada, on cada neurona es connecta amb
totes les altres (excepte amb si mateixa), i on l'estat global del sistema evoluciona per
minimitzar una funcié d’energia.

El model de Hopfield es va convertir en una eina fonamental per estudiar la memoria
associativa des del punt de vista de la fisica estadistica, ’optimitzacié i la neurociéncia
teorica. Tot i les seves limitacions inicials (capacitat reduida, dificultats amb patrons
correlacionats), ha estat la base per a nombroses extensions i reformulacions modernes,
especialment gracies als avencos en deep learning.

3.3 Xarxes de Hopfield

El model més senzill de memoria associativa es pot construir a partir de la suma
dels productes exteriors dels N patrons {x;}¥, que es volen emmagatzemar. Aquesta
regla d’aprenentatge es coneix com a regla de Hebb (Hebbian learning rule), la qual
es basa en la idea que “les neurones que s’activen juntes, es connecten juntes”. Es una
formulacié simple pero fonamental dins del camp de les xarxes neuronals.
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En el cas de les xarxes de Hopfield classiques, els patrons x; que es volen guardar
son vectors binaris polars, és a dir, cadascun dels seus components pren valors en

x; € {-1,1}4,

on d representa la longitud (o dimensi6) dels patrons.

La matriu de pesos W, que defineix les connexions sinaptiques entre les neurones
de la xarxa, es construeix de la manera segiient:

N
W = ZXZ-XZT. (1)
i=1

Aquesta matriu W conté la informaci6 associada als patrons emmagatzemats. Un
cop la xarxa ha estat entrenada amb aquesta regla, és possible recuperar un patr6 a
partir d’un estat inicial &, que pot ser una versi6é parcial, distorsionada o incompleta
d’un dels patrons originals. La dinamica de la xarxa portara aquest estat cap al patro
més proper emmagatzemat, actuant aixi com un sistema de memoria associativa.

Aquest métode permet una implementacio senzilla i efectiva d’aprenentatge no su-
pervisat, tot i que presenta certes limitacions que seran analitzades en apartats poste-
riors, com ara la capacitat maxima d’emmagatzematge, la preséncia d’atractors espuris
i la sensibilitat al soroll.

3.4 Estructura i Dinamica de la Xarxa

Una Hopfield Network esta formada per un conjunt de neurones, on cadascuna
d’elles es connecta amb totes les altres. La xarxa és recurrent, ja que les neurones
s’actualitzen a través de les seves propies connexions, i el sistema evoluciona fins arribar
a un estat estable (punt fix), que es correspon amb un patr6 emmagatzemat.

J

On:

x;(t) és lestat de la neurona i en el temps t.

Wi; és el pes de la connexi6 entre les neurones 7 i j.

0; és el llindar de la neurona 7.

La funci6 sgn(u) és la funcio sign, que retorna +1 si v > 01 —1 si u < 0.

La xarxa és un sistema dinamic on 'evolucié de 'estat de les neurones depén dels
seus valors anteriors i de les connexions amb les altres neurones. Les neurones es van
actualitzant iterativament fins que s’arriba a un estat estable, anomenat punt fix, on
el sistema ja no canvia més.
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3.5 Funci6é d’Energia

Una de les caracteristiques més importants de les Hopfield Networks és la seva
funcié d’energia, que es defineix com:

i, i

Aquesta funcié serveix com una mena de “potencial” per la xarxa, i 'objectiu de la
dinamica de les neurones és minimitzar aquesta energia. Quan les neurones arriben a
un punt fix, 'energia de la xarxa ha assolit un minim local.

El comportament d’una Hopfield Network és analog al de sistemes fisics que ten-
deixen a un estat de minima energia, com els sistemes magnétics descrits per I’'Hamil-
toniana del model d’Ising.

3.6 Algorisme d’Emmagatzematge i Recuperaci6é de Patrons

Una de les aplicacions fonamentals de les Hopfield Networks és 'emmagatzematge
i la recuperacié de patrons. El model original de Hopfield emmagatzema patrons a
través d'una regla d’actualitzaci6 basada en els pesos sinaptics entre neurones, que es
defineixen com:

1 p
Wy = Ly e

p=1

On:

° Si(u ) és el valor de l'estat de la neurona i per al patro pu.
e p és el nombre de patrons emmagatzemats.

e 7 és el nombre de neurones.

Els patrons ™ son vectors binaris, on cada entrada de cada vector pot ser +1
o —1. Aquest algoritme crea una matriu de pesos que permet recuperar els patrons
originals quan la xarxa és activada amb un patrd parcial o corrupte.

3.7 Capacitat d’Emmagatzematge

La capacitat d’emmagatzematge d’una Hopfield Network és limitada, i depén del
nombre de neurones n. La capacitat teorica maxima de la xarxa és aproximadament
0.138n patrons. Aixo vol dir que, en general, una xarxa amb n neurones pot emma-
gatzemar i recuperar fins a 0.138n patrons diferents de manera efectiva.

Aquesta limitacié es deu a l'alta interconnexi6 de la xarxa i la dependéncia dels
pesos per emmagatzemar multiples patrons de manera eficag. Si el nombre de patrons
emmagatzemats supera aquest limit, la xarxa pot comencar a perdre la capacitat de
recuperar correctament els patrons.
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3.8 Dinamica de recuperacié: Sincrona i Asincrona

Un cop entrenada la xarxa de Hopfield, el procés de recuperacié consisteix a aplicar
una dinamica iterativa sobre un estat inicial (normalment un patré amb soroll), amb
I'objectiu que la xarxa convergeixi cap a un minim d’energia que correspongui amb
un dels patrons memoritzats. Aquesta actualitzacié pot dur-se a terme de dues ma-
neres fonamentals: de forma sincrona o asincrona. A continuacié s’estudien les dues
aproximacions, tant des del punt de vista teoric com experimental.

3.8.1 Actualitzacio sincrona

En la recuperacié sincrona, totes les neurones de la xarxa s’actualitzen al mateix
temps a cada iteracio. Formalment, donat un estat actual =¥, el nou estat (1 es
calcula com:

) = sign(Wz®) — )

on W és la matriu de pesos sinaptics, i # és un vector llindar (opcional). Aquesta
actualitzaci6 s’aplica de manera simultania a totes les neurones, i el procés es repeteix
fins que s’assoleix un punt fix (és a dir, 2+ = z®),

Aquest métode és computacionalment eficient, ja que permet aprofitar paral-lelisme,
pero presenta una limitacié important: la naturalesa sincrona pot provocar oscil-lacions
o convergencia a minims espuris. En escenaris on els patrons entrenats sén molt similars
entre si o tenen formes molt dominants, la xarxa pot convergir sistematicament cap a
un patréd incorrecte.

A les proves realitzades, s’ha observat que la recuperaci6 sincrona tendeix a portar
gairebé tots els patrons corromputs cap a una mateixa forma (en aquest cas, el digit
3), fet que indica la preséncia d’un atractor dominant dins I’espai de fases de la xarxa.

3.8.2 Actualitzacio asincrona

L’actualitzacid asincrona consisteix a actualitzar una sola neurona per iteracio,
seleccionada aleatoriament, i deixar la resta inalterada. Aixo s’ajusta millor al funcio-
nament de xarxes neuronals reals i minimitza la possibilitat d’oscil-lacions. El procés
iteratiu és el seglient:

1. Escollir una neurona i a ’atzar.
2. Calcular la seva nova activacio: x; = sign(h;), amb h; = > i Wijzy —0;.

3. Repetir fins a convergéncia (cap neurona canvia d’estat).

Conclusio

La tria entre actualitzacié sincrona o asincrona pot influir de manera decisiva en
el rendiment d’una xarxa de Hopfield. Si bé la primera és més rapida, també és més
susceptible a col-lapsar cap a minims incorrectes. L’actualitzacié asincrona, en canvi,
ofereix una dinamica més estable i fidel al comportament desitjat, tot i requerir més
iteracions.
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Per tant, en aplicacions on l'estabilitat i la precisié son prioritaries, es recomana
utilitzar la recuperacié asincrona, especialment quan s’entrenen patrons similars o es
treballa amb conjunts de dades densos.

3.9 Problemes i Limitacions de les Xarxes Hopfield Classiques

Tot i que les Hopfield Networks classiques tenen una gran aplicacié en memoria
associativa, tenen algunes limitacions importants:

e Capacitat d’emmagatzematge limitada: Com hem esmentat abans, la capa-
citat d’emmagatzematge de patrons és limitada, el que pot restringir la seva
utilitzacié en problemes més complexes.

e Problemes de convergéncia: Les xarxes classiques poden tenir problemes de
convergéncia en casos on els pesos no séon adequats o quan es tracten patrons
molt similars.

e Sensibilitat a la inicialitzacié: Els punts fixos als quals convergiran les xarxes
depenen de l'estat inicial, per la qual cosa la xarxa pot no convergir al patr6
desitjat si la configuraci6 inicial és inapropiada.

e Correlaci6 entre patrons: Si els patrons emmagatzemats son massa semblants
entre ells (altament correlacionats), interfereixen en el procés de recuperaci6 i
poden aparéixer punts fixos incorrectes. Aixo limita la capacitat efectiva en
aplicacions reals, on els patrons solen estar estructurats i no aleatoris.

e Precisi6 en la recuperacié: Es important destacar que la recuperacio dels pa-
trons no és perfecta. Una hipotesi comuna és que la capacitat d’emmagatzematge
limitada n’és la causa principal. No obstant aixo, estudis recents (Amit et al.,
Torres et al.) mostren que la capacitat no és I'anic factor limitant. En particular,
s’ha derivat una formula per a la capacitat de recuperacié de patrons sense error:

d2
log(d)’

on d és la dimensi6 de I'entrada. Aquesta expressio indica que, si bé la capacitat
creix amb d?, la recuperaci6 pot seguir sent imperfecta degut a altres factors com
lestructura de l'energia, la preséncia de minims locals o la interferéncia entre
patrons.

C =~

Aquestes limitacions han portat al desenvolupament de versions més modernes de les
Hopfield Networks, que utilitzen técniques d’aprenentatge més sofisticades per superar
aquestes barreres.
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4 Test de recuperacié amb soroll amb la regla de Hebb (digits
8x8)

Per posar a prova la capacitat de la xarxa de Hopfield entrenada amb la regla
hebbiana, hem realitzat una série d’experiments emprant els deu digits decimals, és a
dir, del 0 al 9. Cada digit ha estat representat mitjangant una matriu binaria de mida
8x 8, on el valor 1 indica un pixel negre (part activa del patro) i el valor 0 un pixel blanc
(fons). Aquestes matrius han estat codificades com vectors de 64 components, que han
servit com a patrons d’entrenament de la xarxa. Es segueix el segiient procediment:

e Es defineixen els 10 patrons corresponents als digits del 0 al 9 en format binari
8 x 8, convertint els valors de 0 a -1 per tal d’ajustar-se al model de Hopfield
(que treballa amb estats {—1,+1}).

e A continuacid, es calcula la matriu de pesos W.

e Per a cada patro original, es genera una versié corrupta injectant un percentatge
determinat de soroll, invertint I’estat d’'un nombre aleatori de pixels.

e Es realitza el procés de recuperaci6 iterativa a partir del patr6é corruptat, actua-
litzant els valors de les neurones segons la regla de Hopfield fins a assolir un estat
estable.

e Finalment, es calcula la similitud entre el patr6é recuperat i l'original, aixi com
I’energia final de la xarxa

Per assegurar la comparabilitat entre diferents técniques i resultats mostrats, s’ha
utilitzat una seed predeterminada en la generacié de soroll. Aixd permet avaluar el
rendiment de cada métode sota les mateixes condicions exactes.

4.1 Test amb 20% de soroll

Amb l'objectiu d’avaluar la robustesa del sistema, s’ha introduit un nivell de so-
roll exacte del 20% a cadascun dels patrons, és a dir, s’ha modificat aleatoriament el
signe d'un 20% dels pixels del patré original. Aquest tipus de soroll permet estudiar
el comportament de la xarxa davant distorsions moderades pero significatives, simu-
lant situacions en qué la informacié d’entrada no sigui precisa o estigui parcialment
deteriorada.

A través d’aquesta prova, es busca observar fins a quin punt la xarxa és capag
de recuperar correctament els patrons memoritzats a partir d’'una versié corrupta,
analitzar la qualitat de la reconstruccié i estudiar les possibles confusions entre patrons
similars. Es especialment interessant identificar si alguns digits tenen més tendéncia
a ser confosos que d’altres, i si existeixen patrons atractors cap als quals convergeixen
miultiples entrades sorolloses.

Les representacions binaries dels digits utilitzats, en la seva versié original sense
soroll, son les segiients:

L’experiment es realitza tant en mode d’actualitzacié sincrona com asincrona, i els
resultats son practicament idéntics en ambdoés casos tots els patrons tendeixen a un

11
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Figura 1: digits del 0 al 9 de mida 8x8

mateix estat d’atraccid, molt similar visualment al digit “3”, perd que no coincideix
exactament amb el patrd original del ntiimero 3. Aquest comportament esdevé simp-
tomatic d’un fenomen caracteristic de les xarxes de Hopfield: la preséncia de minims
locals espuris dins 1’espai d’energia.

i I.J:Iw

(000~ Lo = 0
[T

Figura 2: Recuperacio amb la regla de Hebb amb un 20% de soroll

Nota: Totes les taules de recuperacio es poden consultar ampliades a I’Apéndiz, on
es pot apreciar millor el seu contingut i les dades que inclouen.
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Numero Similitud (%) Energia final

0 89.1 -121.69
1 53.1 -122.19
2 84.4 -121.69
3 92.2 -122.19
4 64.1 -121.69
) 84.4 -121.69
6 89.1 -122.19
7 68.8 -121.69
8 85.9 -122.19
9 89.1 -121.69

Taula 1: Resultats de la recuperacié dels patrons amb un 20% de soroll.

Els resultats del test amb un 20% de soroll mostren que, malgrat que en molts
casos la sortida final presenta una percentatge de semblanca alt amb el patr6 original,
la xarxa tendeix a convergir de manera reiterada cap a un estat concret —un patré
similar al digit 3— independentment del digit d’entrada. Aquest comportament és
especialment evident en patrons com el 1, el 4 o el 7, on la similitud amb el patré
original cau per sota del 70%, arribant al 53.1% en el cas del namero 1. Aquestes
baixes similituds es poden atribuir tant a la simplicitat o verticalitat d’alguns digits
com al fet que el sistema acaba atrapant-se en un atractor espuri.

Un fet destacat és la preséncia de només dues energies finals possibles: £ = —121.69
i F = —122.19, que es repeteixen de manera gairebé alterna en totes les execucions.
Aquest fenomen indica que la xarxa no esta accedint als 10 minims corresponents als
patrons memoritzats, sindé que s’esta limitant a només dos minims locals. Aquest “fals
3”7 actua com a atractor espuri: un estat estable que no correspon exactament a cap
dels patrons entrenats, perd que emergeix com una combinacié lineal de diversos digits
amb estructures similars (com ara el 3, 5, 6, 81 9), especialment a les regions superiors
i centrals del patrd. Aquestes coincidéncies estructurals fan que aquestes zones tinguin
pesos reforgats a la matriu W, provocant que l'espai d’energia contingui un minim
dominant en aquesta configuracio.

Aquest comportament es pot explicar des del punt de vista de la capacitat teorica
de la xarxa de Hopfield. Amb n = 64 neurones, la capacitat maxima estimada és
p =~ 0.15-n &~ 9.6 patrons. En aquest experiment s’han entrenat 10 patrons, la qual cosa
situa la xarxa just al limit de la seva capacitat. Aquest excés condueix a la solapacio
d’atractors i a la degeneraci6 d’energia, on miltiples patrons acaben col-lapsant en una
mateixa vall energética.

A més, aquesta convergéncia cap a un atractor espuri no depén del tipus d’actua-
litzacio utilitzat (sigui sincrona o asincrona), cosa que demostra que el problema no es
troba en el procés de relaxacio sind en la propia estructura de la matriu de pesos ge-
nerada per la regla de Hebb. Aixo posa de manifest una limitacié estructural d’aquest
métode: no garanteix que els tinics estats estables siguin els patrons entrenats, i pot
generar estats fixos no desitjats que compleixen la condicié6 de minim d’energia, pero
no tenen cap valor funcional en la tasca de memoria associativa.
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4.2 Test amb 10% de soroll

[

A 10% soroll

L 5L )

(00~ Uk 0

T
L.

Figura 3: Recuperacio amb la regla de Hebb amb un 10% de soroll

Per comprovar si la convergéncia cap a patrons espuris es devia a un nivell de soroll
excessiu, s’ha repetit l'experiment reduint la distorsié al 10%. No obstant aixo, els
resultats obtinguts mostren exactament el mateix comportament observat anteriorment
amb un 20% de soroll: la xarxa continua convergint cap a només dos minims locals
d’energia (£ = —121.69 i £ = —122.19), i la sortida final tendeix a coincidir amb una
configuraci6 espiria molt propera al digit 3.

Aquest fenomen confirma que el problema no prové del soroll injectat sind que
estd intrinsecament relacionat amb la capacitat de la xarxa. Com ja s’ha comentat,
amb n = 64 neurones, la capacitat teorica se situa entorn de p ~ 9.6 patrons. En
aquest cas s’estan memoritzant 10 patrons, fet que forga la xarxa a una situacié limit.
Aixo comporta que multiples patrons col-lapsin sobre el mateix atractor, minimitzant
I’energia en configuracions intermedies.

Aquest resultat reforca la conclusié que la xarxa, quan funciona prop del seu limit
de capacitat, no conserva la identitat individual dels patrons, i mostra comportaments
espuris que no milloren ni tan sols quan el soroll és moderat.

Aquesta situacié motiva la recerca de models alternatius amb una codificacié6 més
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precisa i controlada dels patrons. En el capitol segiient es presentara una millora basada
en la pseudoinversa, una técnica que permet establir pesos que garanteixen una energia
minima exacta per als patrons entrenats, reduint aixi I’aparicié d’atractors espuris.

15
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits
8x8)

5.1 La pseudoinversa: minimitzacié algebraica de I’energia

En una xarxa de Hopfield, I'objectiu principal és emmagatzemar un conjunt de
patrons com a minims d’energia del sistema. Es a dir, es vol construir una matriu de
connexions W tal que, quan un patré o una versio alterada d’aquest patré s’introdueix
a la xarxa, el sistema evolucioni cap al patré original de manera estable. Aquesta
estabilitat es garanteix si el patré és un atractor de la dinamica, és a dir, un punt fix
d’energia minima dins de l'espai de representacio.

Tradicionalment, per construir la matriu de pesos W, s’ha utilitzat la regla de Hebb,
una técnica senzilla i local que suma les correlacions exteriors de cada patro:

P

T

W = g Tix;
i=1

on x; és el patrd i-éssim expressat en format bipolar (valors —1 i +1), i p és el
nombre total de patrons. Aquesta féormula permet emmagatzemar patrons de manera
distribuida, pero té una limitacié fonamental: només funciona bé quan els patrons sén
poc nombrosos i suficientment ortogonals entre ells.

Quan els patrons soén molt similars entre si, apareix un fenomen conegut com a
interferéncia creuada (cross-talk), en qué les contribucions dels diferents patrons es
superposen i distorsionen els atractors del sistema. Aixo fa que el sistema, en lloc de
convergir al patro original a partir d'una versié6 amb soroll, es desplaci cap a un minim
local d’energia incorrecte. Aquest error és particularment freqiient quan el nombre de
patrons s’apropa o supera el limit teoric de capacitat de la xarxa (al voltant de 0.14 N,
on N és la dimensi6 dels vectors), o quan hi ha estructures redundants i similars entre
els patrons.

Una altra limitaci6é de la regla de Hebb és que la minimitzacié de 1’energia no és
explicita ni garantida globalment. Durant el procés de recuperacio, la xarxa fa una
seqiiéncia d’actualitzacions per reduir l'energia F(z) = —%xTWx, perd no hi ha cap
garantia que aquest procés arribi a un minim global associat al patré correcte. De
fet, sovint la dinamica pot quedar atrapada en minims espuris, estats que tenen baixa
energia perd que no corresponen a cap patré entrenat.

Per solucionar aquestes limitacions, s’introdueix la regla de la pseudoinversa com
a alternativa algebraicament exacta a la regla de Hebb. Aquesta técnica parteix del
desig que cada patr6 z; sigui un punt fix exacte del sistema, és a dir, que compleixi:

W.CL’i =XT;

per a tots els patrons z;. Aix0 és equivalent a voler que cada patr6 sigui un au-
tovector de la matriu W amb valor propi igual a 1. Per resoldre aquest sistema de
manera exacta, es considera el conjunt de patrons com una matriu P € RVN*P, on cada
columna és un patr6 z;. Llavors, la soluci6 que minimitza l’error quadratic entre Wax;
i x;, per a tots els i, ve donada per:
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W =P(P'P)"'P"

Aquesta és la pseudoinversa de Moore-Penrose aplicada al context de les xarxes de
Hopfield. El resultat és una matriu de pesos que projecta qualsevol entrada sobre el
subespai generat pels patrons entrenats. Aixo vol dir que els patrons entrenats séon
minims d’energia garantits i exactes del sistema. A diferéncia de la regla de Hebb, aqui
no es tracta d’esperar que I’energia disminueixi iterativament cap a un minim correcte;
el minim ja s’ha definit algebraicament perqué coincideixi exactament amb el patro.

Aquest enfocament proporciona diversos avantatges:

e Eliminacié de patrons espuris: com que només es projecta sobre 1’espai generat
pels patrons entrenats, no apareixen estats estables no desitjats.

e Recuperaci6é robusta amb soroll: fins i tot quan s’introdueix un percentatge elevat
de soroll al patro, la projeccié sobre I'espai d’entrenament el porta molt a prop
de la versi6 original.

e Estabilitat garantida: matematicament, la solucié de la pseudoinversa imposa la
condici6 d’estabilitat sense necessitat de comprovacions iteratives.

Tanmateix, la pseudoinversa també té limitacions: requereix més calcul (inversid
de matriu), no és una regla local (no es pot implementar facilment amb plasticitat
sinaptica biologica), i només funciona si els patrons no son linealment dependents. Tot
i aixi, per a aplicacions computacionals on es busca una recuperacié fiable i matemati-
cament precisa, la pseudoinversa representa una millora significativa respecte a la regla

de Hebb.

En conclusioé, el test amb la pseudoinversa no només mostra millor rendiment em-
piric, sin6 que es fonamenta en una minimitzacié explicita i algebraicament resolta
de l'energia de la xarxa. Aix0 converteix aquesta técnica en una eina potent per a
I’emmagatzematge i la recuperacio de patrons en entorns amb alta densitat o similitud
entre patrons.

Amb l'objectiu de validar la robustesa de la regla de la pseudoinversa davant esce-
naris sorollosos, s’ha realitzat una segona prova d’emmagatzematge i recuperacié amb
una distorsié del 20% sobre els 10 patrons binaritzats corresponents als digits del 0 al 9
en format 8x8. S’ha mantingut una mateixa random seed per controlar la generaci6 de
soroll, i s’han tornat a comparar dues estratégies dinamiques diferents: ’actualitzacio
sincrona i I'asincrona.

5.2 Test de recuperacié amb la pseudoinversa

Com es pot observar, els resultats amb actualitzaci6 sincrona séon excel-lents. En els
10 casos analitzats, la xarxa aconsegueix recuperar exactament els patrons originals,
amb una similitud del 100% i una energia final constant de £ = —27.00.

Aquest comportament confirma que la pseudoinversa projecta qualsevol versié dis-
torsionada del patro directament cap al subespai generat per aquest conjunt de patrons,
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)

i que aquest subespai conté iinicament els minims d’energia corresponents. La dinami-
ca sincrona actua de manera global, actualitzant simultaniament totes les unitats de la
xarxa a cada iteracid, cosa que permet una relaxacié més eficient i directa cap a ’estat
d’equilibri. Aixo evita rutes oscil-lants o desestabilitzadores dins de 1’espai d’estats,
consolidant una convergéncia neta cap al patro correcte.

sumo 20% vt

nnnnnnnnnnnnn

| |
.II-

-
i

e
smiig 0%
N | E

Figura 4: Recuperacié amb la pseudoinversa i actualitzaci6 sincrona, soroll del 20%.

Aquest resultat reforca l'eficacia teorica i practica de la pseudoinversa: no només
assegura que cada patrd entrenat sigui un punt fix exacte de la dinamica, siné que,
quan el procés d’actualitzacio6 és estable i global (com en el cas sincron), la recuperacio
és perfecta fins i tot amb un grau elevat de degradacié del senyal d’entrada.

Actualitzacio asincrona

Els resultats obtinguts amb actualitzacié asincrona, tot i que la majoria de patrons
s’han recuperat amb éxit, s’observen petites desviacions en alguns d’ells. En concret,
els digits 2, 3, 4 i 6 presenten recuperacions parcials, amb valors de similitud inferiors
al 100%. Aixo reflecteix que, tot i que la pseudoinversa ha generat un espai d’atractors

pur i exempt de patrons espuris, la dinamica d’actualitzacié pot afectar el resultat
final.
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)
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Figura 5: Recuperacio amb la pseudoinversa i actualitzaci6é asincrona, soroll del 20%.

Aquestes diferéncies sén degudes principalment a la naturalesa estocastica de 1'ac-
tualitzacioé asincrona: en aquest enfocament, les neurones s’actualitzen una a una, en
ordre aleatori, cosa que pot portar el sistema a trajectories lleugerament diferents en
cada execuci6. Encara que es parteixi del mateix patré corromput i amb la mateixa
matriu de pesos, la variacié en la seqiiéncia d’actualitzacié pot provocar que el sistema
es relaxi cap a un estat proper, perd no exactament igual al patré original.

Aquesta sensibilitat de la dinamica asincrona a petits canvis posa de manifest una
distinci6é important: mentre que la pseudoinversa garanteix matematicament l’existén-
cia de minims correctes per als patrons entrenats, no controla el recorregut que hi fa la
dinamica, especialment quan aquesta incorpora aleatorietat. Es a dir, 'doptim global
pot no ser sempre assolit si el procés de relaxacié no segueix un cami prou estable.

Aquest comportament també pot ser atribuit, en part, a la limitacié en el nombre
maxim d’iteracions establert per a la recuperaci6é asincrona. Aquesta restriccié s’ha
aplicat amb l'objectiu d’assegurar unes condicions comparables entre els dos models
d’actualitzaci6 —sincron i asincron—, de manera que ambdoés disposessin del mateix
temps computacional per dur a terme la recuperacio.

Tanmateix, si s’incrementa significativament aquest limit d’iteracions en el cas
asincron, els resultats milloren notablement, ja que l'estat té més oportunitats per
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)

estabilitzar-se dins del minim d’energia corresponent. Aixo posa de manifest que la
inferior precisié observada inicialment en el model asincron no es deu tant a la seva na-
turalesa estocastica, sind a una qiiestié purament de terminacié prematura del procés
de relaxacio.

I

OO0 UL =0
S

Figura 6: Recuperacié amb la pseudoinversa i actualitzacié asincrona amb més iteracions.
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)

N Nl W AT

& 2

Figura 7: Recuperaci6 amb la pseudoinversa i actualitzacié asincrona amb més iteracions.

(2)

Per tal d’analitzar com afecta aquest parametre, s’han realitzat nous tests incremen-
tant progressivament el nombre maxim d’iteracions. Si doblem el nombre d’iteracions
(35), la recuperaci6 millora parcialment: patrons que anteriorment no es recuperaven
correctament, ara convergeixen al patro correcte. No obstant aixo, apareix un nou efec-
te advers: alguns patrons que ja estaven ben recuperats amb el limit inicial comencen
a desviar-se del seu estat correcte. Es el cas, per exemple, del digit 9, que inicialment
presentava una similitud del 100% i que, amb més iteracions, acaba en un estat amb
una similitud inferior.

Aquest efecte es fa més evident quan tornem a doblar el nombre maxim d’iteracions
(36). En aquest escenari, patrons com el 3 i el 4, que estaven perfectament estabilitzats,
es degraden i acaben derivant cap a altres estats. Aquest comportament es pot atribuir
a ’activitat persistent de la dinamica asincrona, la qual continua actualitzant neurones
individualment encara que l’estat global ja sigui molt proper a un minim. En abséncia
d’un criteri de parada basat en estabilitat, el sistema pot acabar sortint d’un minim
correcte per la influéncia acumulada d’actualitzacions locals.

Aquesta observacié posa de manifest que incrementar el nombre d’iteracions no
sempre condueix a una millor recuperacié. De fet, pot ser contraproduent si no es
disposa d’un mecanisme de deteccié de convergéncia efectiva. Aquest limit practic de
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)

la recuperaci6 asincrona amb pseudoinversa subratlla la necessitat d’incorporar criteris
de parada més sofisticats que no es basin exclusivament en la quantitat d’iteracions,
sin6 també en la variacié global de 'estat o la no modificacié6 de neurones durant un
nombre determinat de passos consecutius.

Per tal de dur a terme una comparativa equitativa entre els diferents enfocaments,
es fara servir la primera recuperacioé obtinguda amb actualitzacié asincrona. Ja que és
la que esta en condicions similars en quant a temps de computacié amb la recuperacioé
sincrona i poder fer una comparacié equitativa.

5.3 Comparativa de resultats entre actualitzacié sincrona i asincrona

Els resultats d’aquesta segona prova reafirmen el potencial de la pseudoinversa per
preservar patrons en xarxes d’alta capacitat, eliminant completament 1’aparicié d’a-
tractors espuris que eren evidents en la versié amb regla hebbiana. Tanmateix, també
posen de manifest la importancia de la dinamica d’actualitzacié. L’actualitzacié sin-
crona ofereix una trajectoria més controlada i predictible cap als patrons memoritzats,
mentre que ’asincrona, malgrat ser més propera a la implementacié biologica, intro-
dueix incerteses que poden comprometre parcialment la recuperacio.

Per facilitar la comparacié dels resultats, a la segiient taula es resumeixen les simi-
lituds i energies finals obtingudes per cada digit tant amb actualitzacié sincrona com
asincrona. Es pot observar que, mentre que la versi6 sincrona recupera tots els patrons
de manera perfecta (100% de similitud i energia constant), 'actualitzaci6 asincrona
presenta petites desviacions en diversos digits, especialment en els digits 3 i 4.

Taula 2: Similitud i energia per patr6é amb actualitzaci6 sincrona i asincrona (pseudoinversa,
20% soroll).

Digit Sincrona Asincrona
Similitud FEnergia | Similitud Energia

100.0% -27.00 100.0%  -27.00
100.0% -27.00 100.0%  -27.00
100.0% -27.00 95.3% -26.03
100.0% -27.00 78.1% -27.00
100.0% -27.00 84.4% -27.00
100.0% -27.00 100.0%  -27.00
100.0% -27.00 95.3% -26.03
100.0% -27.00 100.0%  -27.00
100.0% -27.00 100.0%  -27.00
100.0% -27.00 100.0%  -27.00

© 00 1O Ul Wi+~ O

5.4 Limit de tolerancia al soroll amb la pseudoinversa amb activaci6 sincrona

Un cop establerta la superioritat de la regla de la pseudoinversa amb activacié
sincrona en la recuperacié de patrons amb soroll, és pertinent explorar fins on és capag
d’arribar aquest métode abans de perdre la capacitat de reconduir correctament 1’estat.
En aquest experiment es testa la recuperacio sota nivells de soroll elevats, concretament
del 30% i del 40%, mantenint en tot moment l’actualitzacié sincrona per garantir una
dinamica estable i sistematica.
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)
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Figura 8: Recuperaci6 amb pseudoinversa i activacié sincrona amb 30% de soroll.

Amb un 30% de soroll (és a dir, 19 pixels invertits dels 64 totals), la xarxa encara
mostra una capacitat destacable de recuperacié: 6 dels 10 digits es reconstrueixen
amb una similitud del 100%, i la resta amb valors propers al 90%. Les imperfeccions
apareixen principalment en patrons més simples o lineals, com el 0 i el 9, que tenen
menys redundancia estructural. Aquest resultat evidencia una tolerancia robusta al
soroll, gracies a la capacitat del sistema de projectar I'estat cap al subespai generat
pels patrons entrenats.
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5 Test de recuperacié amb soroll amb la pseudoinversa (digits 8x8)
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Figura 9: Recuperaci6 amb pseudoinversa i activacié sincrona amb 40% de soroll.

Quan el soroll augmenta fins al 40% (26 pixels invertits), el rendiment empitjora
significativament. En aquest cas, només 2 dels 10 digits arriben a valors de similitud
superiors al 90%, i diversos patrons —com ara el 2, el 3 o0 el 8— divergeixen clarament
del seu estat original. Es fa evident que la distorsié acumulada supera la capacitat de
la xarxa per identificar el patroé base, i la projeccioé resultant pot derivar cap a una
configuraci6 incorrecta.

Aquest experiment mostra que, en patrons de 64 dimensions, la pseudoinversa amb
actualitzacio sincrona manté una gran resisténcia al soroll fins al voltant del 30%, pero
a partir d’aquest llindar la fiabilitat es degrada rapidament. Aquesta observacié pot
ajudar a delimitar el marge operatiu segur d’aquest tipus de xarxa quan es treballa
amb patrons de baixa dimensionalitat.
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6 Test de recuperacié amb digits 64x64

6 Test de recuperacié6 amb digits 64x64

En aquesta secci6 s’analitza com varia el comportament de la xarxa de Hopfield quan
s’augmenta significativament la resolucié dels patrons, passant de 8 x 8 a 64 x 64 pixels.
L’objectiu és observar si I'increment de complexitat i informaci6é dels patrons permet
una recuperacié meés precisa o si, al contrari, introdueix nous problemes relacionats
amb la capacitat o la convergencia.

S’han realitzat tres experiments de recuperacié amb un nivell de soroll del 20%:

e Utilitzant la regla de Hebb amb actualitzacié sincrona.
e Utilitzant la pseudoinversa amb actualitzacié sincrona.

e Utilitzant la pseudoinversa amb actualitzacié asincrona.

En el cas dels digits representats amb matrius de 64 x 64, la xarxa conté N = 4096
neurones. Aplicant la capacitat critica teorica per a la regla de Hebb, a. =~ 0,138,
podem estimar que el nombre maxim de patrons que la xarxa pot emmagatzemar
sense degradaci6 significativa és aproximadament

Pmaxim =~ e+ N = 0,138 - 4096 ~ 565 patrons.

En aquesta seccio, només s’han entrenat 10 patrons corresponents als digits de 1’0 al 9,
molt per sota del limit teoric. Per tant, la xarxa opera en un régim molt poc saturat
i, des del punt de vista de la capacitat.

6.1 Recuperacié amb la regla de Hebb

En aquest experiment s’ha incrementat la resolucié dels patrons, passant de 8 x 8
a 64 x 64 pixels, amb l'objectiu d’analitzar si una major densitat d’informacié millora
la capacitat de recuperacié de la xarxa. El test s’ha realitzat amb soroll del 20% i s’ha
aplicat la regla d’aprenentatge de Hebb.

Nomeés s’ha utilitzat actualitzacié sincrona, ja que s’ha comprovat que els resultats
amb actualitzacié asincrona son practicament idéntics tant pel que fa a les imatges
recuperades com a les mesures de similitud i energia. Aixo permet simplificar 1’analisi
sense pérdua de rigor.
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6 Test de recuperacié amb digits 64x64

DM LM =0

Figura 10: Recuperacio amb la regla de Hebb amb un 20% de soroll

Els resultats obtinguts mostren que, malgrat I’augment substancial de dimensions,
la xarxa continua tenint serioses dificultats per distingir els patrons. En els deu ca-
sos, l'estat recuperat tendeix clarament cap a una versié deformada del digit 3, amb
valors de similitud que en cap cas arriben al 95%. Alguns digits, com ara el 1, el
4 i el 7, mostren rendiments molt baixos, amb similituds del 60.4%, 70.9% i 74.6%
respectivament.

Aquest comportament reitera el fenomen ja observat en baixa resolucio: la preséncia
d’un atractor espuri dominant. L’atractor correspon a una estructura que agrupa
caracteristiques comunes de multiples patrons —en aquest cas, una forma central i
simeétrica propia del 3— que actua com a punt de convergéncia per a la dinamica de la
xarxa.

Pel que fa a l'energia final dels estats recuperats, s’observen dues concentracions
clares al voltant de £ = —8434.63 i £ = —8368.82, cosa que indica que, malgrat les
diferéncies en el soroll o el patré original, la xarxa tendeix a només dos minims d’ener-
gia. Aix0 confirma que diversos patrons col-lapsen cap als mateixos estats, mostrant
una capacitat de diferenciacié molt limitada.

En definitiva, aquests resultats evidencien que I'increment del nombre de neurones
no implica automaticament una millor capacitat de recuperacié quan s’utilitza la regla
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6 Test de recuperacié amb digits 64x64

de Hebb. Aixo reforca la necessitat d’emprar altres métodes, com la pseudoinversa,
que proporcionen una codificacié6 més precisa i estable.

6.2 Recuperaci6é amb la pseudoinversa i activacié sincrona

Un cop augmentada la resolucié dels patrons a 64x64 pixels, el sistema continua
mostrant una capacitat excel-lent de recuperacio sota soroll quan es fa servir la regla
de la pseudoinversa amb actualitzacié sincrona. En aquest experiment, s’ha afegit un
20% de soroll a cadascun dels 10 digits, invertint de manera aleatoria 819 de les 4096
neurones.

DM~ LW =0

Figura 11: Recuperacié amb la pseudoinversa i activacié sincrona amb un 20% de soroll

El resultat és impecable: tots els patrons s’han recuperat amb un 100% de simili-
tud, sense cap pixel incorrecte, i amb una energia final de £ = —2043.00 en tots els
casos. Aquesta energia, que és molt més baixa que en el cas dels digits de 8x8 (on
I’energia minima era —27), reflecteix simplement la nova dimensié del sistema, pero el
comportament qualitatiu és el mateix: els patrons sén minims d’energia perfectament
definits i estables.

Aquesta recuperacié perfecta es deu a dos factors fonamentals. En primer lloc, 1'ts
de la pseudoinversa garanteix algebraicament que cada patrd original és un atractor
exacte del sistema. En segon lloc, el fet d’utilitzar actualitzacié sincrona permet que
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6 Test de recuperacié amb digits 64x64

totes les neurones es relaxin simultaniament cap al seu valor optim, sense les fluctua-
cions aleatories de la versié asincrona. Aixo assegura que la trajectoria dins de espai
d’estats segueixi una evoluci6 directa cap al minim energétic predefinit.

A més, s’ha realitzat una prova addicional amb activacié sincrona per comprovar
el limit de tolerancia al soroll en aquest espai de 4096 dimensions. S’ha incrementat
el soroll fins al 40%, invertint aleatoriament més de 1600 pixels de cada patro, i sor-
prenentment el sistema ha sigut capag de recuperar tots els digits amb una similitud
perfecta del 100%.

<
=

E204300
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Figura 12: Recuperacio amb pseudoinversa i activacié sincrona amb 40% de soroll.

Aquest resultat posa de manifest una millora significativa respecte als experiments
amb patrons de 8 x 8: mentre que amb aquella resolucié la recuperacié amb un 40% de
soroll no era viable —donant lloc a patrons clarament deformats o mal classificats—, en
el cas dels patrons de 64 x 64, la pseudoinversa amb actualitzacié sincrona ha aconseguit
una recuperacié perfecta en tots els digits, amb una similitud del 100%. Aixo indica
que 'augment de dimensionalitat no només incrementa la capacitat representacional del
sistema, sin6 que també reforga la definici6 dels minims d’energia, fent-los més profunds
i selectius. La xarxa és aixi capag d’absorbir distorsions molt més intenses sense perdre
la identitat dels patrons, cosa que no s’assolia en entorns de baixa resolucio.

Aixi doncs, 'augment de resolucié no només no empitjora els resultats, sin6 que
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6 Test de recuperacié amb digits 64x64

aporta més estabilitat numérica i convergeéncia clara, sempre que es mantinguin les
condicions adequades d’actualitzacio i estructura de pesos.

6.3 Recuperacié amb la pseudoinversa i activacié asincrona

Quan s’aplica la regla de la pseudoinversa amb actualitzacié asincrona en el cas
de digits de 64 x 64 pixels amb un 20% de soroll, els resultats continuen sent molt
satisfactoris, pero amb lleugeres diferéncies respecte al cas sincron.

(000~ LN L) A =

Figura 13: Recuperacio amb la pseudoinversa i activacié asincrona amb un 20% de soroll

Com es pot veure en els patrons recuperats, la xarxa és capa¢ de reconduir 'estat
inicial sorollés cap a formes que s’aproximen molt als originals, amb valors de similitud
que ronden el 94%. No obstant aixo, a diferéncia del cas sincron, on s’aconseguia
una similitud practicament perfecta (100%), aqui la convergéncia no arriba sempre al
minim global, sind a configuracions lleugerament desviades. Aquestes desviacions es
tradueixen en petits punts fora de lloc o pixels inconsistents, sovint a zones perifériques
del digit.

Aquest fenomen es pot atribuir al caracter estocastic del procés d’actualitzacio
asincrona. Com que s’actualitzen les neurones de manera aleatoria i independent,
la trajectoria de l'estat dins de ’espai d’energia pot seguir camins diferents a cada
execucio, i quedar-se atrapada en estats quasi-estables abans d’assolir el minim exacte.
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A més, el fet de tenir un espai d’estats molt més gran (4096 dimensions) incrementa
les possibilitats que el sistema es desplaci lleugerament del minim projectat.

Tot i aixi, el rendiment continua essent excel-lent, i no s’observa cap col-lapse de
patrons, ni la preséncia d’atractors espuris com succeia amb la regla de Hebb. La
identitat individual dels patrons entrenats es manté i cap patr6 deriva cap a la forma
d’un altre, cosa que demostra la robustesa de la pseudoinversa, fins i tot en escenaris
amb alta dimensionalitat i soroll significatiu.

Aquest comportament ja havia estat discutit en el cas dels patrons de 8 x 8, on es
va observar que la recuperaci6 asincrona podia requerir un nombre elevat d’iteracions
per assolir la convergéncia completa. A diferéncia de 'actualitzacié sincrona —que
modifica totes les neurones alhora i arriba rapidament a un estat estable—, la versio
asincrona actualitza només una neurona per pas, cosa que pot allargar el procés de
relaxacio.

En aquest cas, una nova prova amb un nombre d’iteracions significativament su-
perior (4 vegades més gran) ha mostrat que els patrons inicialment mal recuperats
convergeixen cap a l'original amb una similitud practicament perfecta, mentre que els
ja recuperats es mantenen estables. Aix0 demostra que, fins i tot en espais de 4096
dimensions, la regla de la pseudoinversa és capag¢ de definir atractors nitids i estables,
sempre que se li concedeixi prou temps de relaxacié dins el procés dinamic.

Recuperat
B

=
T_.-'

=

Figura 14: Recuperacié amb la pseudoinversa i actualitzacié asincrona amb més iteracions.

(000~ LN L) A =
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Cal destacar una diferéncia significativa respecte als resultats obtinguts amb patrons
de 8 x 8. En aquell cas, incrementar el nombre maxim d’iteracions en la recuperacio
asincrona podia tenir efectes adversos: alguns patrons que ja estaven correctament re-
cuperats acabaven desviant-se del seu atractor correcte, probablement per la preséncia
de minims d’energia espuris en un espai de baixa dimensionalitat.

En canvi, amb patrons de 64 x 64, aquest efecte no es produeix. Quan s’aug-
menta el nombre d’iteracions, les recuperacions milloren progressivament i de manera
estable. Els patrons que inicialment presentaven imperfeccions tendeixen a convergir
cap als seus estats originals amb més precisid, mentre que els que ja estaven correctes
es mantenen inalterats. Aquest comportament reforca la idea que, en espais d’alta di-
mensionalitat, la projecci6 realitzada per la pseudoinversa genera minims d’energia més
profunds i ben definits, i que la dinamica asincrona, si se li concedeix prou temps, és
capag¢ d’arribar-hi de manera fiable. Si doblem les iteracions respecte la tultima prova,
aconseguim una recuperacié del 100% en tots els digits.
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Figura 15: Recuperacié amb la pseudoinversa i actualitzacié asincrona amb més iteracions.

(2)

(000~ LN L) A =

Conclusio

L’augment de la resolucié dels patrons de 8 x 8 a 64 x 64 ha permés explorar com
la dimensionalitat afecta la dinamica de recuperaci6 de les xarxes de Hopfield. El prin-
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cipal resultat observat és que, tot i disposar de molta més informacié per patro (4096
neurones en lloc de 64), el problema dels atractors espuris persisteix quan s’utilitza
la regla de Hebb. Aquest comportament es manifesta clarament en la tendéncia de la
xarxa a col-lapsar diversos patrons cap a una forma dominant (sempre formes properes
L 3), tal com ja passava en baixa resolucié. Per tant, I'increment de dimensionalitat
no resol per si sol la problematica associada als minims no desitjats generats per Hebb.

En canvi, els resultats amb la pseudoinversa séon molt més robustos. Tant amb
actualitzaci6 sincrona (que ja ho era per 8 x 8) com asincrona, la xarxa és capag de
recuperar amb gran precisié els patrons originals, fins i tot amb un nivell de soroll
elevat (20%). A més, s’ha constatat que amb actualitzacié asincrona, si es permet un
nombre suficientment elevat d’iteracions, les recuperacions milloren progressivament
sense empitjorar patrons ja estabilitzats. Aquest comportament contrasta amb els
resultats a 8 x 8, on un excés d’iteracions podia desestabilitzar patrons correctes. Aixo
indica que en espais d’alta dimensionalitat, els minims definits per la pseudoinversa son
més profunds i ben delimitats, facilitant la convergéncia fiable fins i tot amb dinamiques
aleatories.

En resum, 'augment de la resolucié no millora els resultats amb la regla de Hebb,
pero si potencia la precisio i estabilitat del sistema quan s’utilitza una arquitectura
algebraicament optima com la pseudoinversa, especialment en combinacié amb una
dinamica prou relaxada d’actualitzacié (activaicé asincrona).
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Amb l'objectiu d’analitzar si els problemes de recuperacié observats amb la regla
de Hebb son deguts, en part, a la poca claredat i definici6 dels patrons originals, s’ha
preparat un nou conjunt de digits amb una estructura molt més neta, estilitzada i
coherent. Aquests nous patrons presenten contorns més suaus, proporcions tipiques
de tipografies estandard i diferéncies més marcades entre els digits. La seva aparenca
s’allunya de la construccié geométrica pixelada inicial, i s’aproxima a una representacio

visual més realista (Figura 16).
Figura 16: Digits del 0 al 9 amb millor definicié.
Aquest canvi ens permet posar a prova una hipotesi rellevant: si la dificultat de la
regla de Hebb per distingir patrons en tests anteriors prové principalment de la seva

limitacio teorica (interferéncia entre patrons, atractors espuris, etc.), o si també hi juga
un paper important la qualitat visual dels digits utilitzats.

Amb patrons millor definits, esperem observar una disminuci6 de la confusi6é entre
patrons, i veure si la xarxa és capag¢ de mantenir-los més ben diferenciats. Aixo ens
ajudara a entendre fins a quin punt el rendiment de la regla de Hebb pot dependre no
només del model matematic, sind també de la representacité grafica dels patrons.

Tot i que en aquesta seccid s’han utilitzat digits més ben definits visualment, aquests
continuen tenint una representacié de 64 x 64 pixels, per tant el nombre de neurones
de la xarxa roman igual: N = 4096. La capacitat teorica maxima, segons la regla de
Hebb, continua sent d’uns ppaxim =~ 0,138 - N & 565 patrons. Atés que només s’han fet
servir 10 digits, la xarxa segueix molt lluny de la seva saturaci6.

A continuaci6, s’analitzen els resultats obtinguts utilitzant aquesta nova base visual.

7.1 Recuperacié amb la regla de Hebb

En aquesta prova s’ha aplicat la regla de Hebb amb actualitzaci6 sincrona (els
resultats amb activacié asincrona i nombre elevat d’iteracions son idéntics). Malgrat
lalta definicié dels digits, la xarxa mostra novament una clara tendéncia cap a un
unic atractor espuri. Tots els patrons recuperats col-lapsen cap a una mateixa forma
semblant al digit 3, amb independéncia del digit original o de la distribucié del soroll.
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OO~ WINI=IO

o EN

9

Figura 17: Recuperacié amb regla de Hebb (digits definits)

Aquest comportament coincideix plenament amb el que ja s’havia observat amb
patrons menys definits, tant de resolucio 8 x 8 com 64 x 64. Aix0 reforca la idea
que l'origen del problema no rau en la qualitat grafica o la resolucié dels patrons,
sin6 en que son molt "semblants"els digits. Com que molts nombres comparteixen
estructures grafiques similars (segments verticals, bucles, simetries centrals, etc.), la
dinamica hebbiana propicia que la xarxa convergeixi cap a una combinacié dominant
d’aquestes formes, independentment del patré d’origen.

7.2 Recuperacié amb la pseudoinversa

A diferéncia de la regla de Hebb, la pseudoinversa continua mostrant un comporta-
ment excel-lent. Tant amb actualitzacié sincrona com asincrona (amb prou iteracions),
tots els patrons s’han recuperat amb una similitud del 100% i una energia minima igual
per a tots els casos.
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OO~ WINI=IO
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Figura 18: Recuperacié amb pseudoinversa (digits definits)

Aquest resultat indica que la qualitat de la definici6 grafica no és una condicié
necessaria per a 1’éxit de la pseudoinversa, pero si que confirma la seva robustesa: fins
i tot amb més detall, la regla és capa¢ de mantenir els patrons originals com a minims
d’energia ben definits i estables.

Conclusio

Els resultats obtinguts amb digits d’alta definici6 mostren que, tot i la qualitat
grafica dels patrons, la regla de Hebb continua generant col-lapse cap a un atractor
espuri. A diferéncia d’altres conjunts on la confusié es podia atribuir a una baixa
resolucio, en aquest cas queda clar que el problema s’explica pel fet que els digits
comparteixen molts trets estructurals. Aixo fa que els patrons siguin massa similars
entre si i que la regla de Hebb, en reforcar les coincidéncies, acabi construint un estat
intermig que combina fragments de diversos digits. De nou, I'atractor dominant adopta
una forma propera al digit 3, com ja s’havia observat en proves anteriors. Per contra,
la pseudoinversa continua oferint una recuperacié precisa i robusta, independentment
de la naturalesa dels patrons utilitzats.
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Després d’haver analitzat la capacitat de recuperacié de la xarxa amb conjunts de
10 patrons (els digits), ens proposem estudiar com respon el sistema quan s’incrementa
significativament el nombre de patrons emmagatzemats. En aquest capitol, utilitzarem
les 26 lletres majuscules de I’alfabet, generades a una resoluci6 de 64 x 64 pixels, ocupant
tot I'espai disponible a la imatge per maximitzar la informaci6 i claredat de cada patro.
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Figura 19: Lletres de la A a la Z en alta definicié

Aquesta ampliacié permet analitzar com afecta la carrega de memoria —és a dir, el
nombre de patrons simultanis— a la capacitat de recuperacié i estabilitat del sistema.
A diferéncia dels experiments previs, aqui es treballara amb un conjunt de patrons més
dens i variat, amb formes tipografiques més complexes i menys simetries internes. La
naturalesa més diversa de les lletres permet posar a prova la robustesa de les regles
d’aprenentatge i la capacitat de discriminacié de la xarxa.

En el cas de les lletres majuscules de 'alfabet, s’han utilitzat 26 patrons, cadascun
representat en una matriu de 64 x 64 pixels, és a dir, amb N = 4096 neurones. Aix0
implica que la capacitat teorica maxima de la xarxa, segons la regla de Hebb, es manté
al voltant de puaxim ~ 0,138 - N =~ 565 patrons. Tot i haver més patrons que en els
casos anteriors (digits), la xarxa continua molt per sota del seu limit de saturacio.

L’objectiu principal és observar si 'increment del nombre de patrons:

o Afecta negativament la recuperaciéo amb la regla de Hebb, incrementant la pre-
séncia d’atractors espuris o patrons deformats.
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e Es manejat adequadament per la pseudoinversa, mantenint la capacitat de recu-
perar patrons individuals sense interferéncies.

Aquest escenari permetra veure fins a quin punt les dues regles escalen en entorns
amb més carrega de memoria, i si es manté la tendéncia observada als capitols anteriors:
limitacions severes per la regla de Hebb i una alta precisi6 de recuperacié amb la
pseudoinversa.

Com en els casos anteriors, s’ha aplicat un 20% de soroll binari a cada patr6 abans
d’iniciar el procés de recuperacio, i s’han realitzat proves tant amb actualitzacio sin-
crona com asincrona.

8.1 Recuperacié amb la regla de Hebb

Com ja s’ha observat en altres capitols, la regla de Hebb mostra dificultats per
estabilitzar patrons individuals quan hi ha moltes similituds entre ells. Aquest com-
portament es reitera clarament en el test amb les 26 lletres.
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Figura 20: Recuperacié de patrons de lletres amb la regla de Hebb.

— 0"

Un cop més, la regla de Hebb torna a mostrar els seus limits. Tot i que els patrons
originals tenen una alta qualitat visual i estan ben centrats dins de la matriu, el re-
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sultat de la recuperacio és forca deficient. En practicament tots els casos, els patrons
recuperats col-lapsen cap a una figura deformada, que recorda clarament una lletra
E. Aquest fenomen ja havia estat detectat en les proves amb digits, on els atractors
espuris tendien cap a un digit 3 o una forma similar. Ara, amb les lletres, es repeteix
I'efecte: molts patrons comparteixen linies verticals i horitzontals, cosa que provoca
que la dinamica de Hebb reforci aquestes estructures comunes i generi una forma que
les sintetitza.

Aixo confirma que, quan els patrons séon visualment semblants —com és el cas de
les lletres—, la regla de Hebb no té prou capacitat de discriminaci6 i acaba agrupant
trets compartits en un atractor tnic, espuri i dominant.

8.2 Recuperacié amb la pseudoinversa

Quan s’utilitza la pseudoinversa com a regla d’aprenentatge, el comportament de
la xarxa és impecable. Amb 26 lletres diferents i un 20% de soroll, la recuperacio és
perfecta en tots els casos, amb una similitud del 100% i sense cap error estructural. Tant
amb activacié sincrona com asincrona —sempre que es permeti un nombre suficient
d’iteracions—, el sistema reconstrueix amb precisié cada patrd original.

Aquest resultat és coherent amb les observacions fetes en proves prévies amb digits:
en espais de gran dimensionalitat, la pseudoinversa genera atractors nitids i profunds,
capacos de resistir distorsions intenses sense degradar-se. A diferéncia del que es veia
en espais més petits, 'activacié asincrona aqui no només manté el rendiment, siné
que millora progressivament la convergéncia, corregint gradualment els patrons mal
recuperats i mantenint estables els ja correctes.
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Figura 21: Recuperacié de patrons de lletres amb la pseudoinversa.

Aquest resultat confirma que la pseudoinversa genera atractors energétics nitids i
ben definits, fins i tot en espais de molta carrega i alta dimensionalitat. No es detecta
cap col-lapse, ni s’observen patrons desplagats o deformats, cosa que demostra una
gran estabilitat interna del sistema.

Conclusid

Aquest experiment aporta una confirmacié important: el principal factor que di-
ficulta la recuperacié en una xarxa de Hopfield amb la regla de Hebb no és la qua-
litat grafica dels patrons, sind la seva semblanca estructural. Les lletres, tot i estar
perfectament definides, comparteixen moltes formes basiques (linies verticals, barres
horitzontals, simetries centrals), i aixd provoca que la regla de Hebb col-lapsi cap a un
atractor espuri comi, en aquest cas proper a la lletra EE —de la mateixa manera que
passava amb el digit 3 en els casos anteriors.

En canvi, la pseudoinversa torna a demostrar la seva superioritat: amb 26 patrons i
un espai de 4096 dimensions, continua oferint una recuperacio6 perfecta i estable. A més,
es confirma el comportament observat en altres proves: en espais d’alta dimensionalitat,
I’activacio asincrona esdevé tan robusta com la sincrona, sempre que se li permeti prou
temps de relaxacio.
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Aquest capitol reforca la idea que, per evitar col-lapses espuris en xarxes amb molts
patrons semblants, no n’hi ha prou amb augmentar la resolucié6. Cal emprar una
representacio algebraicament optima, com la que proporciona la pseudoinversa.
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En aquest apartat s’analitza novament el comportament de la xarxa de Hopfield
classica utilitzant la regla de Hebb i la pseudoinversa, perd aquesta vegada es modi-
fica l'estratégia de prova. A diferéncia dels experiments anteriors —on molts patrons
compartien estructura visual i aixo afavoria la preséncia d’atractors espuris—, aqui es
busca afavorir la recuperacio dissenyant un conjunt de dades format per patrons binaris
de 64 x 64 pixels clarament diferenciats entre ells.

L’objectiu d’aquesta configuracié és comprovar si, eliminant la similitud entre pa-
trons, la regla de Hebb és capag de recuperar correctament els estats memoritzats. En
certa manera, s’esta “ajudant” la dinamica hebbiana a superar les seves limitacions
estructurals per tal de verificar fins on pot arribar si se li redueix I'ambigiiitat entre
patrons. I verificar que la pseudoinversa és molt efectiva.

Personatge 1 Personatge 2 Personatge 3 Personatge 4

o,

Persona tge 12

Personatge 13 Personatge 14 Personatge 15 Personatge 16

0 ﬂ j Y
vy ' S Q- ;
Figura 22: Conjunt de 16 patrons binaris de mida 64 x 64 ben diferenciats

S’entrenen dues xarxes de Hopfield amb aquest conjunt: una amb la regla de Hebb
i una altra amb la regla de la pseudoinversa. A continuaci6 es presenten els resultats
de recuperacio dels patrons alterats amb un 20% de soroll.

9.1 Recuperacié amb la regla de Hebb

Tot i 'intent de facilitar la tasca de recuperacié amb patrons ben diferenciats, els
resultats amb la regla de Hebb sén clarament deficients. En aquest experiment, tots
els patrons convergeixen cap a un mateix atractor espuri, totalment desvinculat dels
patrons originals. A diferéncia d’altres casos, on alguns patrons podien mantenir-se
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prop de l'original, en aquesta prova es constata un col-lapse total de la dinamica: inde-
pendentment del punt d’inici, la xarxa tendeix sempre cap a una mateixa configuracio
erronia.

Figura 23: Recuperaci6é de patrons diferenciats amb la regla de Hebb.

Aquest comportament reflecteix una de les limitacions estructurals de la regla de
Hebb: fins i tot amb patrons molt diferenciats, el solapament entre productes interns

pot induir a convergéncia cap a estats no desitjats. Recordem que la capacitat teorica
de la regla de Hebb és:

Pmaz ~ 0.138 - n = 0.138 - 4096 ~ 565 patrons

Per tant, en aquest cas no tenim problemes de capacitat ja que tenim 16 patrons.

9.2 Recuperacié amb la pseudoinversa

Tal com ja s’ha vist en altres capitols, la regla de la pseudoinversa continua oferint
una recuperacié impecable. Amb un 20% de soroll introduit artificialment en cada
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patr6 i una dinamica d’activacié sincrona, el sistema recupera exactament els patrons
originals en tots els casos, amb una similitud propera al 100%.

Figura 24: Recuperacié de patrons diferenciats amb la pseudoinversa.

Aquest comportament reforca ’observacio feta en experiments previs: la pseudoin-
versa genera un conjunt d’atractors ben separats, energéticament profunds i estables,
fins i tot quan s’afegeix soroll considerable. La robustesa d’aquest enfocament algebraic
permet una discriminacié precisa entre patrons, independentment de la seva semblanca
o de la seva complexitat grafica.

Conclusid

Tot i I'as de patrons fortament diferenciats, la regla de Hebb no és capag de garantir
la recuperacié correcta de tots els patrons. La pseudoinversa, en canvi, mostra una
robustesa total. No obstant aix0, el calcul de la pseudoinversa té un cost computacional
elevat i no pot ser generalitzat com una dinamica implicita de xarxa.

Aquesta observaci6 ens porta a explorar models alternatius que puguin:

e Recuperar patrons sense requerir calculs explicits de pseudoinverses.

43



9 Test de recuperacié amb patrons diferenciats

e Tenir una dinamica definida per una energia que es pugui minimitzar.

e Assegurar la recuperacio correcta fins i tot amb soroll alt.

Aquests requisits son els que motiven 'estudi de les xarxes modernes de Hopfield,
que s’introduiran a la segiient seccio.
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10 Xarxes de Hopfield amb Energia Exponencial

Els resultats de les seccions anteriors han deixat clar que la regla de Hebb presenta
limitacions greus, fins i tot en condicions favorables on els patrons son clarament dife-
renciats entre si. Tot i reduir la interferéncia visual entre els patrons, la xarxa col-lapsa
igualment cap a un atractor espuri comu, cosa que evidencia una manca de capacitat
de discriminaci6é robusta.

Aquesta observacié motiva la necessitat d’explorar noves formulacions que permetin
una recuperacié més precisa i estable dels patrons memoritzats, sense haver d’utilitzar
la pseudoinversa. En aquesta linia, una proposta rellevant és la que fa Demircigil et al.
amb una redefinicié de la funcié d’energia i de la dindmica associada. Aquesta nova
formulacié, coneguda com a Modern Hopfield Network, busca superar les limitacions
estructurals dels models classics, augmentant la capacitat d’emmagatzematge i reduint
la preséncia d’atractors espuris. En la seccié segiient es presenta aquesta formulacio
amb detall.

10.1 Nova funci6é d’energia

La nova funcié d’energia es defineix com:

E(&) =— Zexp(ﬁ -2/ €)

on:

o £ € {—1,+1}¢ és l'estat actual de la xarxa (vector bipolar),
o {x;}X¥ son els patrons memoritzats (també vectors bipolars),

e [ és un parametre d’escala que controla la sensibilitat de I’energia als productes
interns (normalment petit, per exemple 5 = 0.005).

Aquesta funci6é d’energia no es basa en una matriu de pesos W, sin6é en una suma
ponderada per exp(f -z, £), que fa que els patrons similars a I'estat actual tinguin un
impacte exponencialment més gran.

10.2 Regla d’actualitzacio

A diferéncia de les xarxes classiques, aqui no es pot fer una actualitzacioé directa a
través de W¢. En lloc d’aixo, es considera com canvia ’energia si es modifica un sol
component £[l] de estat:

¢V[l] = sign [—E(") + B("))]

o £ s el vector € amb el component [ posat a +1,

o £07) &5 el mateix vector amb el component [ posat a —1,
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e is’escull el valor que minimitza 1’energia.

Aquest procés es repeteix iterativament per cada component [ de manera asincrona,
fins que 'estat convergeix a un minim local d’energia.

10.3 Avantatges

Aquesta formulacié ofereix diversos avantatges:

e Capacitat d’emmagatzematge exponencial: es pot demostrar que la xarxa
pot emmagatzemar fins a O(2%2) patrons (on d és la dimensi6 dels vectors),
superant ampliament el limit classic de 0.138 - d.

e Evita atractors espuris: 'energia exponencial afavoreix patrons memoritzats
en detriment de configuracions intermeédies.
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11 Test de recuperacié amb I’energia exponencial

Després de constatar les limitacions de la regla de Hebb, fins i tot en condicions
optimes, en aquesta seccié s’analitza una nova proposta energética aplicada a la recu-
peraci6 de patrons: la formulacié exponencial introduida per Demircigil et al.. Aquesta
proposta redefineix la funcié d’energia per incorporar una interaccié exponencial entre
els patrons emmagatzemats i I’estat actual de la xarxa, afavorint atractors més estables
i discriminatius.

Per validar I'efectivitat d’aquesta formulacio, es realitzaran dues proves diferencia-

des:

e Recuperacié dels digits binaris del 0 al 9, en resoluci6 alta, amb formes ben
definides i centrades.

e Recuperaci6 del conjunt de 16 patrons clarament diferenciats, emprat préviament
per "ajudarlla regla de Hebb.

En tots dos casos, els patrons tenen una resolucié de 64 x 64 pixels, és a dir, un total
de d = 4096 neurones. A diferéncia de la regla de Hebb, que presenta una capacitat
teorica limitada a uns 0,138 - d ~ 565 patrons, la formulacié energética de la Modern
Hopfield Network pot arribar a emmagatzemar un nombre exponencial de patrons, fins
a Vordre de pmaxim ~ 2%2.

En ambdoés casos aplicarem diferents percentatges de soroll. S’ha utilitzat una
actualitzacio asincrona per facilitar una relaxacié progressiva del sistema.

11.1 Recuperacié amb digits del 0 al 9 amb alta definici6

En aquesta primera prova s’han emprat patrons binaris corresponents als digits del
0 al 9, cadascun representat en una imatge de 64 x 64 pixels amb alta definicié que ja
han estat utilitzats anteriorment. Tots els patrons han estat alterats amb un 20% i un
40% de soroll binari, i posteriorment s’ha aplicat la dinamica de recuperacié associada
a ’energia exponencial.

Amb un 20% de soroll, la recuperacio ha estat perfecta en tots els casos: els patrons
recuperats coincideixen exactament amb els originals i no es detecta cap forma espu-
ria o distorsi6. Aixo demostra que, en condicions moderades de soroll, la formulacio
exponencial és capag¢ de generar atractors energétics prou profunds i diferenciats per
garantir una convergéncia robusta.
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OO~ WINI=IO
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Figura 25: Recuperaci6 dels digits del 0 al 9 amb alta definici6 amb 1’energia exponencial i
20% de soroll.

Quan el soroll augmenta fins al 40%, la recuperacio ja no és perfecta, pero continua
essent funcional: si bé alguns patrons es recuperen amb errors (confusions entre digits
propers), tots els resultats convergeixen cap a patrons reals del conjunt emmagatzemat.
Es a dir, la xarxa no col-lapsa cap a atractors espuris, com si que feia amb la regla de
Hebb, sind que es manté dins del conjunt de solucions valides.
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Figura 26: Recuperaci6 dels digits del 0 al 9 amb alta definici6 amb 1’energia exponencial i
40% de soroll.

Aquests resultats reforcen la idea que els digits, tot i estar ben definits visualment,
comparteixen moltes estructures geomeétriques entre ells (com barres verticals, corbes
centrals o simetries verticals). Aixd que provoca que les recuperacions amb xarxes de
Hopfield amb aquest tipus de patrons no sigui tan efectiva com amb patrons diferenci-
ats.

11.2 Recuperacié amb patrons ben diferenciats

En aquesta segona prova s’ha utilitzat el conjunt de 16 patrons clarament diferenci-
ats que ja havien estat emprats anteriorment per estudiar el comportament de la regla
de Hebb. A diferéncia dels digits, aquests patrons estan dissenyats per tenir formes
visuals i estructures molt diferenciades entre si, amb 1’objectiu de minimitzar la seva
interferencia interna dins la xarxa.

Amb un 20% de soroll binari afegit, la recuperacié ha estat perfecta en tots els
casos. La dinamica associada a l’energia exponencial ha permes recuperar els patrons
originals amb una precisié absoluta, sense desviacions ni formes espuries.
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Figura 27: Recuperaci6 de patrons ben diferenciats amb ’energia exponencial i 20% de
soroll

Quan el nivell de soroll augmenta fins al 40%, la qualitat de la recuperacio es manté
sorprenentment intacta: tots els patrons es reconstrueixen de forma exacta, mantenint
tant l'estructura com la seva identitat visual original. Aquest resultat contrasta amb
el comportament observat amb els digits, on el soroll elevat provocava confusions entre
patrons. En aquest cas, pero, la gran distancia energética entre els estats emmagatze-
mats evita que la dinamica convergeixi cap a solucions incorrectes.

20



11 Test de recuperacié amb l’energia exponencial

Figura 28: Recuperacié de patrons ben diferenciats amb ’energia exponencial i 40% de
soroll.

Aquests resultats posen de manifest la importancia de la dissimilitud entre patrons
per garantir una bona recuperacié. Com més diferents sén entre si, més profunds
i separats son els seus atractors en l'espai energétic, i per tant, més robusta és la
convergencia del sistema. En aquest escenari, ’energia exponencial demostra la seva
capacitat per mantenir intacta la qualitat dels patrons fins i tot en condicions de soroll
elevat.
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12 Test de recuperacié amb la meitat del patré en negre

12 Test de recuperacié amb la meitat del patré en negre

Fins ara, totes les proves de recuperacié s’han centrat en la capacitat de la xarxa
per restaurar patrons alterats per soroll additiu —és a dir, inversions aleatories d’un
percentatge de pixels. En aquesta nova secci6 s’examina un escenari molt més exigent:
la recuperaci6 a partir de patrons amb una part substancial completament esborrada.
Concretament, s’ha substituit tota la meitat esquerra de cada imatge per negre (valor
-1 en bipolar), deixant només la part dreta com a entrada a la xarxa.

L’objectiu és analitzar com es comporten dues aproximacions diferents —la pseu-
doinversa i l'energia exponencial— davant aquest tipus de pérdua d’informaci6 sis-
tematica i estructural, no s’utilitza la regla de Hebb ja que les recuperacions menys
exigents no les recuperava amb éxit, llavors queda descartada. Aquesta prova posa a
I'extrem la capacitat de generalitzacié de la xarxa, i permet detectar si és capag de
completar patrons a partir d’una part significativa de la seva estructura. S’utilitzaran
els 16 patrons ben diferenciats.

12.1 Recuperacié amb la pseudoinversa

Els resultats obtinguts amb la pseudoinversa son, en general, decebedors. Tot i
que aquesta regla havia demostrat una gran precisié en situacions de soroll, en aquest
cas la seva resposta és inadequada: la majoria de patrons recuperats séon visualment
deformats, alguns fins al punt de no poder-se identificar clarament amb cap dels patrons
originals.

Aixo indica que la pseudoinversa —basada en una aproximacié algebraica Optima
en mitjana— no és prou flexible davant pérdues de components estructurals senceres.
En abséncia de la part esquerra, la xarxa no troba prou informaci6é per reconstruir el
conjunt del patré de manera fidel, i la dinamica tendeix a generar combinacions incor-
rectes de trets memoritzats. A més, es detecta un efecte de saturacio energética: molts
dels patrons recuperats acaben amb una energia idéntica (E = -2040.00), suggerint un
col-lapse cap a estats limit amb poca capacitat de diferenciacié interna.
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12 Test de recuperacié amb la meitat del patré en negre

,4,

Figura 29: Recuperacié de patrons ben diferenciats amb la pseudoinversa amb la meitat
esquerra negra.

12.2 Recuperacié amb ’energia exponencial

Quan es repeteix la mateixa prova utilitzant la formulacié d’energia exponencial,
els resultats canvien radicalment. La xarxa és capag¢ de reconstruir correctament la
majoria dels patrons, malgrat haver rebut només la meitat dreta com a estimul. Tant
la forma global com els detalls dels patrons originals es restauren amb una precisio
sorprenent, assolint similituds del 100% en molts casos (13 de 16).

Aquest comportament suggereix que ’energia exponencial actua com un model
molt més discriminatiu i tolerant a la pérdua parcial d’informacié. En els casos on no
s’assoleix la recuperaci6 del original, es recupera un altre patré dels originals, és a dir,
amb l'energia exponencial sempre s’obté a un dels patrons originals com a resultat de
la recuperacio.
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12 Test de recuperacié amb la meitat del patré en negre

Figura 30: Recuperacié de patrons ben diferenciats amb I’energia exponencial amb la meitat
esquerra negra.

Conclusio

Aquest experiment permet extreure conclusions valuoses. Primer, es confirma que la
pseudoinversa és molt eficag amb soroll dispers, perd no pot recuperar patrons quan una
part significativa de 'entrada és totalment nul-la. En canvi, la formulacié energética
exponencial és molt més robusta davant pérdues sistematiques: la convergéncia cap a
patrons originals es manté estable fins i tot amb només la meitat de la informacio.

Aquestes observacions reforcen la idea que ’energia exponencial no només augmenta
la capacitat d’emmagatzematge, siné que també dota la xarxa d’una millor capacitat
de completacié estructural. Aixo obre la porta a aplicacions més exigents, on calgui
reconstruir imatges o patrons a partir de fragments parcials, com en el cas de dades
incompletes o censurades.

La taula segiient recull els valors de similitud percentual obtinguts per a cadascun
dels 16 patrons diferenciats, comparant els resultats de la recuperacié amb la pseudoin-
versa i amb la funci6 d’energia exponencial després d’ocultar completament la meitat
esquerra de cada imatge.
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12 Test de recuperacié amb la meitat del patré en negre

Patré Similitud Pseudoinversa (%) Similitud Exponencial (%)

1 67.4 100.0
2 49.0 100.0
3 47.2 100.0
4 34.4 100.0
5 40.8 100.0
6 38.0 61.8
7 41.2 100.0
8 38.6 100.0
9 39.2 100.0
10 41.8 100.0
11 33.3 100.0
12 34.6 100.0
13 39.6 60.1
14 43.1 100.0
15 40.2 100.0
16 38.8 60.6

Taula 3: Comparativa de la similitud en la recuperaci6é dels 16 patrons parcialment ocults,
utilitzant la pseudoinversa i I’energia exponencial.
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13 Conclusions

13 Conclusions

Aquest treball ha dut a terme una analisi exhaustiva de les xarxes de Hopfield,
tant en la seva formulaci6 classica com en variants modernes, per a la recuperacio de
patrons binaris. A través de diversos experiments, s’han avaluat els limits, capacitats
i comportaments d’aquestes xarxes en escenaris amb diferents nivells de complexitat,
soroll i dimensionalitat.

Inicialment, s’ha verificat que la regla de Hebb, tot i la seva simplicitat i interes
historic, presenta limitacions severes en entorns realistes. Quan els patrons a emma-
gatzemar son visualment similars —com en el cas dels digits o les lletres majuscules—,
la dinamica de la xarxa tendeix a col-lapsar en atractors espuris, sovint dominats per
trets compartits entre els patrons. Aquest fenomen posa de manifest la manca de
discriminacié de la regla de Hebb en espais amb correlacions internes elevades.

Tanmateix, fins i tot en condicions aparentment favorables —amb patrons clara-
ment diferenciats i no correlacionats—, la recuperacié amb la regla de Hebb continua
sent problematica: la xarxa mostra una tendéncia recurrent a convergir cap a un tnic
atractor espuri, independentment del patré inicial. Aquest resultat contradiu les ex-
pectatives teoriques i reforca la idea que, a la practica, la regla de Hebb no garanteix
estabilitat ni tan sols en escenaris optims.

En contrast, I'as de la pseudoinversa ha permés obtenir una recuperacié gairebé per-
fecta en la majoria de situacions, tant amb activacié sincrona com asincrona. Aquesta
regla ofereix una aproximaci6 algebraicament optima al problema de la memoria as-
sociativa, eliminant les interaccions no desitjades entre patrons. Aixo es tradueix en
atractors ben definits, capacos de resistir nivells considerables de soroll i deformacio6.

Tanmateix, en escenaris d’alteracié extrema —com la ocultacié completa de mitja
imatge—, fins i tot la pseudoinversa mostra signes de debilitament: en alguns casos, la
recuperacio resulta incompleta o deriva cap a deformacions parcialment reconeixibles.
Es en aquest context on pren especial rellevancia la introduccié de I'energia exponencial.

Mitjancant aquesta nova energia, s’ha aconseguit una recuperacié sorprenentment
robusta, fins i tot davant d’alteracions severes. El sistema no només evita els atractors
espuris, sind que, en molts casos, és capag¢ de reconstruir patrons a partir d’informacio
parcial extrema. Aquesta estabilitat es deu al fet que ’energia exponencial genera
paisatges energétics amb minims més pronunciats i selectius, que reforcen 'atraccio
cap als patrons originals.

Com a sintesi, aquest treball conclou que:
e La regla de Hebb no és fiable per a la recuperacié de patrons, ni tan sols en
condicions ideals amb patrons clarament diferenciats.

e La pseudoinversa representa una millora substancial en termes de capacitat, esta-
bilitat i abséncia d’atractors espuris, tot i que no és invulnerable a danys extrems.

e La funci6 d’energia exponencial constitueix una de les alternatives més prome-
tedores, especialment en situacions amb poca informacié o amb danys greus als
patrons.
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13 Conclusions

Aquestes conclusions obren la porta a futures linies de recerca, com ara ’aplicacio
d’energies alternatives (polinomiques, combinades), I'estudi formal del paisatge energe-
tic d’aquestes xarxes, o la seva implementacié en entorns neuromorfics per aplicacions
reals de recuperacié de memoria associativa.
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Figura 40: Recuperacié amb la pseudoinversa i activacié sincrona amb un 20% de soroll
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Figura 43: Recuperacié amb la pseudoinversa i actualitzacié asincrona amb més iteracions.
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Figura 45: Recuperacié amb regla de Hebb (digits definits)
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Figura 48: Recuperaci6 de patrons de lletres amb la regla de Hebb. (2)
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Figura 49: Recuperaci6 de patrons de lletres amb la regla de Hebb. (3)
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Figura 50: Recuperaci6 de patrons de lletres amb la pseudoinversa. (1)
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Figura 51: Recuperaci6 de patrons de lletres amb la pseudoinversa. (2)
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Figura 52: Recuperaci6 de patrons de lletres amb la pseudoinversa. (3)
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Figura 59: Recuperaci6 de patrons ben diferenciats amb l’energia exponencial i 20% de
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Figura 61: Recuperaci6 de patrons ben diferenciats amb l’energia exponencial i 40% de

soroll. (1)
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Figura 62: Recuperaci6 de patrons ben diferenciats amb l’energia exponencial i 40% de
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Figura 63: Recuperacié de patrons ben diferenciats amb la pseudoinversa amb la meitat

esquerra negra. (1)
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Figura 64: Recuperacié de patrons ben diferenciats amb la pseudoinversa amb la

esquerra negra. (2)
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Apéndix B:
Codis

B.1 Digits del 0 al 9 (8x8)

import numpy as np

import matplotlib.pyplo\input{sections/abstract}t as plt

# Definim cada nimero com una llista plana de 64 elements (8z8)

#0 =

numeros = {

blanc,

0: np.array([

0, 1,
1, 0,
0

1,

= negre
1, 1, 1, 1
0, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0

>

3

>

O O =

-

-

_ = O

-

-
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1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

13

1,

1, 0,0,0,0,0,0,

14

1,

1,0, 0,0,0,0,0,

15

1,

1) O’ O’ O, O’ O’ O)

16

17

D

18

19

np.array ([

1:

20

0, 0, 0, 1, 1, 0, O, O,

0, 0,
0,

21

1, 0, O,

1, 0, O,

22

1, 0,
1, 0,
1, 0,
1, 0O,

1, 0,0, 0,0,

23

o0, 0, 0, 0, 0, O,

24

0,0, 0,0,0,0,

25

o0, 0, 0, 0, 0, O,

26

b

0
0

1,

o0, 0, 0, 0, 0, O,

27

1,

0, 0, 0, 0, 0,0,

28

D,

29

30

2: np.array([

31

32

1,

1, 0, 0,0,0,0,0,

33

1,

0,0, 0,0,0,0,0,

o0, 0, 0, 0, O,

34

1, 0,

1,

35

1, 0, 0, O,

1, 0, 0,0, 0,0,

36

1,
1, 0, 0, 0, 0, O, O, O,

37

38

39

D

40

41

3: np.array([

42

43

1,

1,0, 0,0,0,0,0,

44

1,

0,0, 0,0,0,0,0,

0, 0, 0,

45

46

0, 0, 0,

47

1,

o, o, 0, 0, 0, 0, O,

48

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

49

50

ID

51

52

4: np.array([

53

1,

1, 0,0,0,0,0,0,

54

1,

1, 0, 0,0,0,0,0,

55

1,

1, 0,0,0,0,0,0,

56

1,

1, 0, 0,0,0,0,0,

57

58

1,
1
1

o, o, 0, 0, 0, 0, O,

59

b

o, o, 0, 0, 0, 0, O,

60

0, 0,0, 0,0,0,0,

61

D,

62

63
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5: np.array([

64

1, 1,

1,

65

1, 0, 0, 0, 0, 0, O, O,
1, 0, 0, 0, 0, 0, O, O,

66

67

68

1,

0, 0, 0, 0, 0, 0, O,

69

1,

0,0, 0,0,0,0,0,

70

1,

1, 0, 0, 0, 0, 0, O,

71

72

73

74

6: np.array([

75

1, 1,

0,

76

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

v

1, 0, 0, 0, 0, 0, O, O,

78

79

1,

1,0, 0,0,0,0,0,

80

1,

1, 0,0,0,0,0,0,

81

1,

1, 0, 0, 0, 0, 0, O,

82

83

84

85

7: np.array([

86

1’ 1’

1,

87

1,

o, o, o, 0, 0, 0, O,
o0, 0, 0, 0, 0, O,

o0, 0, 0, 0, O,

0, 0, 0, O,

0, 0, 0,

0, 0,

0,

88

1, 0,

89

1, 0, 0,

90

1, 0, 0, O,

91

1, 0, 0, 0, O,

92

1, 0, 0, 0, O, O,

93

1, 0, 0, 0, 0, 0, O

94

D,

95

96

8: np.array([

97

1, 1,

0,

98

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

99

1,

i, 0, 0, 0, 0, 0, O,

100

101

102

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

103

1,

1, 0, 0, 0, 0, 0, O,

104

105

106

107

9: np.array([

108

1, 1,

0,

109

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

110

1,

1, 0, 0, 0, 0, 0, O,

111

1,

1, 0, 0, 0, 0, O, O,

112

113

1,

o0, o, 0, 0, 0, 0, O,

114
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115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

128

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22
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\.
M
.
M
.
-
O

D

# Visualitzacio conjunta

fig, axs = plt.subplots(2, 5, figsize=(12, 4))

for i in range(10):
ax = axs[i // 51[i % 5]
ax.imshow(numeros[i] .reshape(8, 8), cmap='binary')
ax.axis('off')

plt.tight_layout()
plt.show()

B.2 Digits del 0 al 9 (64x64)

from scipy.ndimage import zoom

def escalar_a_64x64(patro_8x8):
# Convertim a matriu 8z8
matriu_8x8 = patro_8x8.reshape(8, 8)
# Escalem a 64z64 (factor 8)
matriu_64x64 = zoom(matriu_8x8, 8, order=0) # order=0 per interpolacid nearest-ne
return matriu_64x64.flatten()

# Creem un diccionari amb els numeros 64x64
numeros_64x64 = {k: escalar_a_64x64(v) for k, v in numeros.items()}
# Funcio per visualitzar un numero
def mostrar_numero(numero) :
matriu = numeros_64x64 [numero] .reshape (64, 64)
for fila in matriu:
print(" '.join('' if pixel == 1 else ' ' for pixel in fila))
print()

# Visualitzacio dels numeros
for i in range(10):
print (£"Namero {il}:")
mostrar_numero (i)
\end{lstlisting}

\subsection{Digits del O al 9 amb alta resolucid}

\begin{listing} [H]
\begin{minted}

import numpy as np
from PIL import Image, ImageDraw, ImageFont
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33

34

35

36

37
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39
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49

50
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52

53

54

55

56

57

58

59

60

61
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63
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68

69

70

71
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75

76

s

78

79

80

81

82
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import matplotlib.pyplot as plt

def generar_patrons_64_autoscale(marge=4):
Genera els digits 0-9 en 64x64 pizels, ajustant
automaticament la mida de la font perqué no tallz.
- marge: mombre de pizels lliures al contorn
nimn
patrons = {}
for digit in range(10):
# Busquem la mida de font mazima que capiga
font_size = 64 # punt de partida
while font_size > 1:
try:
font = ImageFont.truetype("arial.ttf", font_size)
except IOError:
font = ImageFont.load_default()
# mesurem caiza del text
mask = font.getmask(str(digit))
W, h = mask.size
if w <= 64 - 2*marge and h <= 64 - 2x*marge:
break
font_size -=1

# Creem el canvas © dibuizem el digit

img = Image.new("L", (64,64), 255)

draw = ImageDraw.Draw(img)

# recentrem dins el marge

x = (64 -w) // 2

y = (64 - h) // 2

draw.text ((x, y), str(digit), font=font, £ill=0)

# Binaritzem 1 desplaquem a vector

arr = np.array(img)

binar = (arr < 128).astype(int).flatten()
patrons[digit] = binar

return patrons

nums64 = generar_patrons_64_autoscale(marge=4)
numeros = nums64

# Visualitzacid conjunta

fig, axs = plt.subplots(2, 5, figsize=(12, 4))

for i in range(10):
ax = axs[i // 5][1 7 5]
ax.imshow(numeros[i] .reshape (64, 64), cmap='binary')
ax.axis('off')

plt.tight_layout ()
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83

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

plt.show()

Apéndix B: Codis

B.3

Lletres de la

AalaZ

\begin{minted}

[

autogobble,
breaklines,
breakautoinde
% highlightli
linenos

]

{python}

import numpy
from PIL impo
import matplo

def generar_1
lletres =

for char_

cc =

font_

while

t

e

nt,
nes={1, 3-4},

as np
rt Image, ImageDraw, ImageFont
tlib.pyplot as plt

GENERACIO DE LLETRES 64x64 ----------
letres_64_autoscale(marge=4):

{}

code in range(ord('A'), ord('Z') + 1):
chr (char_code)

size = 64

font_size > 1:
Iy:

font = ImageFont.truetype("arial.ttf",

xcept IOError:
font = ImageFont.load_default()

mask = font.getmask(cc)

W
i

£

img =
draw
x = (
y = (
draw.

arr =
binar

lletr

return 11

font_size)

, h = mask.size

f w<=64 - 2 * marge and h <= 64 - 2 * marge:
break

ont_size -= 1

Image.new("L", (64, 64), 255)

= ImageDraw.Draw(img)
64 - w) // 2
64 - h) // 2

text((x, y), cc, font=font, £ill=0)
np.array(img)
= (arr < 128).astype(int).flatten()

es[cc] = binar

etres
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46

47

48
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22

23

25

26
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def mostrar_lletres(lletres):
fig, axs = plt.subplots(6, 5, figsize=(12, 8))
axs = axs.flatten()

for i, lletra in enumerate(sorted(lletres.keys())):
matriu = lletres[lletra] .reshape(64, 64)
axs[i] . imshow(matriu, cmap='gray_r')
axs[i] .axis('off")

# Amaga caselles sobrants
for j in range(i+1, len(axs)):
axs[j].axis('off")

plt.tight_layout ()
plt.show()

#oommeeoooo EXECUCIO ----------
lletres64 = generar_lletres_64_autoscale()
mostrar_lletres(lletres64)

B.4

Patrons ben diferenciats

import pandas as pd
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# Llegeix el CSV
df = pd.read_csv('vectors_personatges_64x64.csv', index_col=0)

# Dicctonari per guardar els vectors
personatges = {}

# Itera per cada fila (cada patrd)

for i, (idx, fila) in enumerate(df.iterrows(), start=1):
vector = fila.to_numpy()
personatges[i] = vector

# Mostra la imatge (opcional)
matriu = vector.reshape(64, 64)
plt.imshow(matriu, cmap='gray_r')
plt.title(f'Personatge {i}')
plt.axis('off"')

plt.show()

# Visualitzacid conjunta
fig, axs = plt.subplots(4, 4, figsize=(10, 10)) # 4z = 16 patrons

for i in range(16):
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ax = axs[i // 4, 1 %, 4] # correcte accés a array 2D

matriu = personatges[i + 1].reshape(64, 64) # l’index comenga a 1
ax.imshow(matriu, cmap='gray_r')

ax.set_title(f'Personatge {i+1}', fontsize=8)

ax.axis('off")

\end{lstlisting}

\subsection{Recuperacidé amb regla de Hebb i pseudoinversa}

\begin{lstlisting}[language=Python, caption={}]
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def

binari_a_bipolar(patrons_bin):

nnn

Converteiz un conjunt de patrons binaris (0,1) a codificacid bipolar (-1,+1).
Es el format necessarti per operar amb les zarxzes de Hopfield classiques.

nnn

return {k: np.where(v == 0, -1, +1) for k, v in patrons_bin.items()}

entrenar_hebb(patrons) :
nnn
Entrena una zarza de Hopfield amb la regla hebbiana.

Calcula la matriu de pesos W com la suma dels productes exteriors de cada patro.

n = next(iter(patrons.values())).size # Nombre de neurones (longitud dels vectors
W
np.fill_diagonal(W, 0) # S'anul-len les diagonals per evitar autointeracctions

sum(np.outer(x, x) for x in patrons.values()) # Suma de productes exteriors

return W / n  # Normalitzacid per n

entrenar_pseudoinversa(patrons) :

Entrenament per pseudoinversa de Moore-Penrose.

Genera una matriu W optima que minimitza les interferéncies entre patrons.

P = np.stack(list(patrons.values()), axis=1) # Matriu de patrons: cada columna €s
inv = np.linalg.pinv(P.T @ P) # Inversa generalitzada de la matriu de Gram
W=PGQinv @ P.T # Férmula: W = P (P°T P)~{-1} P°T

np.fill_diagonal(W, 0)

return W

energia(W, x, theta=None):

nnn
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78 Calcula l'energia de l'estat = en la zarza amb pesos W 2 llindars theta.
79 Adquesta energia decreir a mesura que s'estabilitza la zarza.

80 o

81 if theta is None:

82 theta = np.zeros_like(x)

83 return -0.5 * x @ W @ x + theta @ x # Formula de Lyapunov

84

85 def recuperar(W, x_inicial, theta=None, max_iter=40000, sincron=True):

86 e

87 Algorisme iteratiu per recuperar un patré a partir d'una versid corrupta.
88 Es pot fer de manera sincrona (totes les neurones a la vegada)

89 o asincrona (una a una, de manera aleatoria).

90 e

91 x = x_inicial.copy()

92

93 if sincron:

94 for _ in range(max_iter):

95 x_new = np.sign(W @ x - (theta if theta is not None else 0)) # Actualitza
96 x_new[x_new == 0] = 1 # Resolucid de zeros (es posen a 1)

97 if np.array_equal(x_new, x): break # Parada si es convergeiz
08 X = X_new

99 else:

100 for _ in range(max_iter):

101 i = np.random.randint(x.size) # Tria una neurona aleatdriament
102 h = W[i]l @ x - (theta[i] if theta is not None else 0) # Potencial local
103 x[i] = 1 if h >= 0 else -1 # Actualitzactid tndividual

104

105 return x, energia(W, x)

106

107 #oommm-- CORRUPCIO PER MEITAT ESQUERRA ---------

108

109 def corrupte_meitat_esquerra(original):

110 e

111 Versid de corrupcid especial: pinta tota la meitat esquerra a blanc (0).
112 S'utilitza per provar recuperacions més exigents.

113 o

114 mat = original.copy() .reshape(64, 64)

115 mat[:, :32] = 0 # Esborrar la meitat esquerra

116 return mat.flatten()

117

118 A e TEST AMB OPCIONS DE REGLA ----------

119

120 def test_recuperacio(regla='hebb', sincron=True):

121 o

122 Funcio principal per testar la recuperacidé de patrons amb:

123 - La regla hebbiana o la pseudoinversa

124 - Actualitzacid sincrona o asincrona

125 Mostra els resultats en una figura amb 10 files % 3 columnes:

126 (original, corrupte, recuperat)

127 o

128 np.random.seed(48) # Per garantir la mateiza corrupcid cada cop
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bipolar = binari_a_bipolar (numeros)
patrons = [bipolar[i] for i in sorted(bipolar)]
W = entrenar_hebb(bipolar) if regla == 'hebb' else entrenar_pseudoinversa(bipolar)

fig, axs = plt.subplots(10, 3, figsize=(9, 20))

for num, original in enumerate(patrons):
# corrupte = corrupte_meitat_esquerra(original) # Opcid alternativa
corrupte = original.copy()
idx = np.random.choice(original.size, size=int(0.2 * original.size), replace=F
corrupte[idx] *= -1 # Aplica un 20) de soroll aleators

recuperat, E = recuperar(W, corrupte, sincron=sincron) # Recuperactid
simil = np.mean(recuperat == original) # Percentatge de bits iguals

dades = [original, corrupte, recuperat]
titols = [
f"Original {num}",
"Amb 207% soroll",
f"Recuperat\nSimilitud {simil:.1%}\nE={E:.2f}"

for col in range(3):
ax = axs[num, col]
mat = (dades[col] > 0).reshape(64, 64)
ax.imshow(mat, cmap='binary') # Visualitzacid en blanc © negre
ax.set_title(titols[col], fontsize=8)
ax.axis('off')

plt.tight_layout()

plt.show()
S EXECUCIO DE TEST ----------
if __name__ == "__main__":

print("--- Test Hebbia ---")

test_recuperacio('hebb', True)
test_recuperacio('hebb', False)

print("--- Test Pseudo-inversa ---")
test_recuperacio('pseudo', True)
test_recuperacio('pseudo', False)

B.5 Recuperacié amb ’energia exponencial
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import pandas as pd

# Llegeiz el fitzer CSV amb patrons 64z64 (1 fila per patrd)
df = pd.read_csv('vectors_personatges_64x64.csv', index_col=0)

# Converteix el DataFrame a diccionari, cada vector bimari és una entrada
personatges = {str(i): df.iloc[i].to_numpy() for i in range(len(df))}

def binari_a_bipolar(patrons_bin):
Converteixz patrons binaris (0,1) a bipolar (-1,+1),
necessari per a la dinamica de les zarzes de Hopfield.

nnn

return {k: np.where(v == 0, -1, +1) for k, v in patrons_bin.items()}

def corrupte_meitat_esquerra(original):
Degrada el patrd establint tota la meitat esquerra a 1 (negre).
Simula una pérdua estructural forta.
mat = original.copy() .reshape(64, 64)
mat[:, :32] = 1 # Meitat esquerra a 1
return mat.flatten()

def energia_exponencial(patrons, x, beta=0.005):

nnn

Calcula l’energia exponencial proposada per Demircigil et al.

Aquesta energia depén exponencialment de la projeccid entre estat 7 patrons.

return -sum(np.exp(beta * (p @ x)) for p in patrons)

def actualitzar_component_exponencial (patrons, xi, 1):
nnn

Actualitza una neurona (component 1) segons quin valor dona menor energia.
Compara zi[l] = +1 4 zi[l] = -1 © es queda amb el millor.

xi_plus = xi.copy()

xi_plus[1] = 1
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E_plus = energia_exponencial (patrons, xi_plus)

xi_minus = xi.copy()
xi_minus[1] = -1
E_minus = energia_exponencial(patrons, xi_minus)

delta = E_minus - E_plus
if delta ==
return xi[1] # Manté el valor si mo canvia energia
else:
return 1 if delta > 0 else -1 # Tria el que tingut energia més baiza

recuperar_exponencial_asincron(patrons, x_inicial, max_iter=50):
nnn

Recupera un patro utilitzant l’energia exponencial.

La dinamica és asincrona: s’actualitzen neurones una a una.

Es guarda un historic de l’energia per tragcar-ne l’evolucid.

nnn

x = x_inicial.copy()

x[x == 0] = -1 # S’assegura que z és bipolar

energia_hist = [energia_exponencial (patrons, x)]
for _ in range(max_iter):
canviat = False
for 1 in range(len(x)):
nova_x1l = actualitzar_component_exponencial (patrons, x, 1)
if nova_x1 !'= x[1]:
x[1] = nova_x1
canviat = True
energia_hist.append(energia_exponencial (patrons, x))
if not canviat:
break # Para si no ht ha cap canvi (convergéncia)

return x, energia_hist # Retorna l’estat final @ l’historic d’energia
-------- TEST VISUAL DE LA RECUPERACIO ----------

test_recuperacio():
nnn

Visualitza la recuperacid dels patrons binaris amb corrupcidé severa (meitat esquer

Es mostren 3 wmatges per patré: original, corrupte ¢ rTecuperat.
nnn

np.random.seed (48)

bipolar = binari_a_bipolar(personatges)
patrons = [bipolar[i] for i in sorted(bipolar, key=int)] # Ordena els patrons pel

for bloc in range(2): # Bloc 0: primers 10 patrons. Bloc 1: dltims 6
n_files = 10 if bloc == 0 else 6
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axs = plt.subplots(n_files, 3, figsize=(9, 2.2 * n_files)) # 3 columnes:

rang = range(bloc * 10, bloc * 10 + n_files) # Index dels patrons d’aquest bl

for

plt.
plt.

fila, num in enumerate(rang):
original = patrons[num]
corrupte = corrupte_meitat_esquerra(original) # 4plica la corrupcid

# Recuperacid amb energia exponencial

recuperat, E_hist = recuperar_exponencial_asincron(patrons, corrupte)
E_final = E_hist[-1]

simil = np.mean(recuperat == original) # Percentatge de bits encertats

# Prepara les dades per mostrar
dades = [original, corrupte, recuperat]
titols = [
f"Original {num}",
"Meitat esquerra negra",
f"Recuperat\nSimilitud {simil:.1%}\nE={E_final:.2f}"

for col in range(3):
ax = axs[fila, coll
mat = (dades[col] > 0).reshape(64, 64)
ax.imshow(mat, cmap='binary')
ax.set_title(titols[col]l, fontsize=8)
ax.axis('off')

tight_layout ()
show() # Mostra cada bloc de 10 o 6 patrons

test_recuperacio()
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